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2.1.3. Ayrik Olay

iki olay ayni anda meydana gelmiyorsa bu olaylara ayrik olay denir. Yani
ANB =0 ise A ve B olaylarina ayrik olaylar denir. Mesela madeni para atildi-
ginda yazi ve tura gelme olasilig1, futbol karsilasmasinda A takiminin kazanmasi,
kaybetmesi ya da berabere kalmasi sonuglari, bir 6grencinin dersten ge¢mesi ya
da kalmasi olaylar1 ayni anda ger¢eklesmeyeceginden bu olaylar ayrik olaylardir.




Ornek 2.1.  Bir zarin atilmasi olayinda 4 olay1 zarin ¢ift sayi gelmesini ve B
olayr zarin tek sayr gelmesi durumunda 4 ve B olaylar1 ayrik
olaylar midir?




Coziim: Ornek uzay1 S = {1,2,3,4,5,6 } ise A= {2,4,6} ve B={l, 3, 5}
olur.

AN B = @ oldugu i¢in A ile B ayrik olaylardir.




2.1.4. Ayrnik Olmayan Olay

iki olay ayni anda meydana geliyorsa bu olaylara ayrik olmayan olay denir.
Mesela bir zar atildiginda tek say1 ve asal say1 gelmesi, bir 6grencinin hem er-
kek hem de sarisin olmasi durumu ayrik olmayan olaylardir.

Ornegin bir madeni paranin {i¢ kez atilmasi olayi {izerinde 4 olayr paranin bir
kez yazi gelmesi, B olay1r paranin en az bir kez yazi gelmesi, C olay1 paranin
tura gelmemesi, D olay1 en az iki yazi gelmesinde ayrik ve ayrik olmayan olay-
lar1 belirleyelim.

Toplam hal sayisi (miimkiin hallerin say1si) : 2° = 8 bulunur.




Ornek uzay1 S={YYY, YYT, YTY, TYY, YTT, TYT, TTY, TTT}
A olay1 paranin bir kez yazi1 gelmesiydi,

A={YTT, TYT, TTY}

B olay1 paranin en az bir kez yazi gelmesiydi,

B={YTT, TYT, TTY, TTT}

C olay1 paranin tura gelmemesiydi,
C={YYY}
D olay1 paranin en az iki yaz1 gelmesiydi,

D={YYT, YTY, YYT, YYY} seklinde tanimlanur.




Y ukardaki sonuglara gore,

A ve B olaylar1 ayrik degillerdir.
A ve C olaylari ayrik olaylardir.
A ve D olaylar1 ayrik degillerdir.
B ve C olaylar1 ayrik olaylardir.
B ve D olaylar1 ayrik degillerdir.

C ve D olaylar1 ayrik olaylardir.




Ornek 2.2. Bir zarin atilmasi olayinda 4 olay: iiste gelen sayinin asal sayi
olmasi ve B olayi ise iiste gelen saymnin tek sayr olmasi olaylari
ayrik olaylar midir?




Coziim: Omek uzay1 S= {1,2,3,4,5,6 } se A={2,3,5} ve B= {1, 3, 5}
olur.

A N B = {3,5} oldugu i¢in A ile B ayrik olaylar degildir.




2.2. Bir Olayin Olasilig:

Olasilik {izerinde durulan (ya da ger¢eklesmesi miimkiin) bir olayin meydana
gelme sansini ortaya koyar ve P ile gosterilir. Bir basit olay £; ile gosterilirse bu
olayin olasih@ P(E;), bir bilesik olayin ise 4 ile gosterilirse bu olayin olasilig
P(A) ile gostertilir.

Olasihigin temel iki 6zelligi sunlardir:

Bunlardan birincisi ister basit ister bilesik olay olsun bir olayin olasiligt sifir ile
bir arasinda degerler alir.

0 < P(4)<I

0<P4)<I




Burada olasiligin 0 olmasi ilgilenilen olayin ger¢eklesmedigi, olayin 1 olmasi
ise olayin kesinlikle ger¢eklestigini ifade etmektedir.

Olasiligin temel 6zelliklerinden ikincisi ise bir basit olaylarin olasiliklar: topla-
mi her zaman 1’e esittir.

> PE) =1




Bir paranin bir kez atilmasi olayinda;
P(T)+P(Y) =1

Futbol miisabakalarinda iki takiminin karsilasmasi sonucunda orta ¢ikacak du-
rumlar i¢in;

P(Galibiyet) + P(Maglubiyet) + P(Beraberlik) = 1 seklinde ifade edilir.




2.2.1. Olasilikta Carpma ve Toplama

2.2.1.1. Bagimh Olaylarda Carpma Kurali

iki olaydan biri digerine bagh olarak gerceklesiyorsa bu olaylara bagimli olay-
lar denir. Bir B olayinin ger¢ceklesmesi 4 olayina bagli olmasi olasiligi,

P(ANB) = P(A).P(B|A)

seklinde ifade edilir. Burada P(B|A) ifadesi B olayinin 4 olayina bagh kosullu
olasihigini ifade etmektedir. Yani P(A|B) # P(A) ve P(B|A) # P(B) olur.




Ornek 2.3.  Bir fabrikada tiretilen iiriinlerin 4’ii kusurlu ve 16’s1 kusursuzdur.
Uretimden rastgele iki iiriin secildiginde iki biletin de kusurlu ol-
masi olasiligint bulunuz?




Coziim:  P(ANB) = P(A).P(A|B) = (i) (i) = 0.0316
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2.2.1.2. Bagimsiz Olaylarda Carpma Kurall

iki olaydan biri digerine bagl olarak gerceklesmiyorsa bu olaylara bagimsiz
olaylar denir. Bir A olayimin gerceklesmesi B olayina bagli olmama olasilig1 bu
olaylarin basit olasiliklarinin ¢arpimina esit olup, P(A N B) = P(A).P(B) sek-

linde 1fade edilir.




Ornek 2.4. Bir miihendis ¢alistigi devre iizerinde kondansatorleri paralel
baglama olasilig1 0.7 ve seri baglama olasilig1 ise 0.3 olarak tah-
min etmistir. Bu devrede her iki baglamaya da yer verme olasili-
gin1 bulunuz?




Coziim: P(ANB) =P(A).P(B) = (0.7)(0.3) = 0.21




2.2.1.3. Ayrik Olaylarda Toplama Kurali

iki olay ayn1 anda meydana gelmiyorsa bu olaylar ayrik olay olarak tanimlan-
misti. Bir A olaymnin gergeklesmesi B olayina bagli olmama olasilig1 bu olayla-
rin basit olasiliklarinin toplamina esit olup, P(A U B) = P(A) + P(B) seklinde
ifade edilir.

Ornek 2.5. Bir zarin bir kez atilmasi deneyinde 3 veya 6 gelmesi olasiligi
nedir?




1

Coziim: P(AUB) =P(A) +P(B) = (‘) T (‘) - %

6 6




2.2.1.4. Ayrik Olmayan Olaylarda Toplama Kurali

iki olay ayni anda meydana geliyorsa bu olaylar ayrik olmayan olay olarak ta-
mimlanmisti. Bir A olaymin ger¢eklesmesi B olayma bagli olma olasihigi,
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A n B) seklinde ifade edilir.

Ornek 2.6.  Bir 6grencinin Matematik dersinden basarili olmasi olasihgi 0.70
ve Olasilik dersinden basarili olmasi olasiligi 0.60 tir. Bu 6grenci-
nin Matematik veya Olasilik dersinden basarili olmasi olasiligini
bulunuz?




Coziim: Bu 6grencinin her iki sinavdan basarili olmast olasiligi olaylarin
birbirinden bagimsiz oldugunu gostermekte olup,

P(AnB) = P(A).P(B) = (0.70)(0.60) = 0.42
seklinde hesaplanir. Buradan,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B) = (0.70) + (0.60) — (0.42) = 0.88

Not: Ayrik olaylarla, bagimsiz olaylar ayni degildir. Ayrik olaylarin ortak noktasi yoktur.




ANB =@ ise P(ANB) = 0’dir. A ve B ayrik olaylardir.

Sayet P(A) # 0 ve P(B) # 0 ise P(ANB) = P(A).P(B) ise A ve B olaylar1 bagim-
sizdir.

P(A).P(B) # 0 oldugundan A ve B olaylar1 bagimsiz degillerdir.




2.2.2. Olasilik Hesabi icin Yaklagimlar

Olasilik hesaplanmasi konusunda tig tiir yaklasim bulunmaktadir. Bu yaklagim-
lar klasik olasilik yaklasim, deneysel (oransal frekans) olasilik yaklasim ve sub-
jektif (6znel) olasilik yaklagimdir.

2.2.2.1. Klasik Olasilik Yaklasim

Bu yaklagim bir deney n kez tekrarlandiginda sonuglarin her birinin esit olasili-
ga sahip oldugu durumda kullanilan bir olasilik tiirtidiir. Daha 6nce basit olayi
E; ile gostermis olup bu yaklagima gore bir basit olayin olasiligi P(E;),

1

P(E;) =
(Ei) Toplam hal sayis1 (Miimkiin hallerin sayist)

seklinde ifade edilir.
Eger bu durum A ile gosterilen bir bilesik olay ise bu olayin olasiligi P(A),
A olayindaki (ilgilenilen) hal sayisi m

A — = —
P(A) Toplam hal sayis1 (Miimkiin hallerin sayisi) n




Ornek 2.7.  Bir paranin bir kez atilmasi deneyinde yazi gelme olasiligi nedir?

1 1
P(E;) = "2
(E:) Toplam hal sayis1 (Mtumkiin hallerin sayis1) 2

Ornek 2.8.  Bir zarin bir kez atilmasi deneyinde (olayinda),
a. Herhangi bir sayinin iiste gelmesi olasiligint bulunuz?

b. Ust yiize gelen saymin ¢ift say1 gelmesi olasihgini bulunuz?

¢. Ust yiize gelen saymin en az 4 gelmesi olasiligini bulunuz?




Coziim: Bu béliimiin baginda 6rnek uzayimdaki miimkiin hallerin (sonugla-
rin) sayist k" olarak hesaplandigi belirtilmis ve k& deney (olay) bir
kez yapildiginda miimkiin hal sayisi, » deneyin tekrar sayisi ola-
rak ifade edilmisti.

Ornek uzay1 S = {1,2,3,4,5,6} icink=6ven=11ise X'=6'=6
olur.

a. Bu deney basit olaydir.
1

b. A olay1 sayimnin ¢ift say1 olmasi olarak gosterilirse bu olay i¢in 6rnek uzayi,
A={2,4, 6} olur.

3

¢. B olayr saymin en az 3 gelmesi olarak gosterilirse bu olay i¢in 6rnek uzayi,
B={3,4,5, 6} olur.

4.




Ornek 2.9. Bir madeni paranin 3 kez atilmasi deneyinde,
a. Yazi gelmemesi olasiligimi bulunuz?
b. En az bir yaz1 gelmesi olasiligimi bulunuz?

c. Iki kez yazi gelmesi olasiligint bulunuz?

d. En fazla bir yazi gelmesi olasiligini bulunuz?




Coziim: Ornek uzay1 S= {YYY, YYT, YTY, YTT, TTT, TTY, TYT, TYY}
icink =2 ven=13 ise K" =2" =8 olur.

a. E, = {TTT}
1

P(E,) == =8
(B =

b. A olayi en az bir yazi gelmesi olarak gosterilirse,
A={YYY,YYT, YTY, YTT, TTY, TYT, TYY}

’ 1 7
P(A) =g yadaP(A) =1-P(E)=1-g=¢

¢. Bolayi iki kez yazi gelmesi olarak gosterilirse,

B={YYT, YTY, TYY}

3
p(B) = §

d. C olayi en fazla bir yazi gelmesi olarak gosterilirse,

C={YTT, TYT, TTY, TTT}

P(C) = g




2.2.2.2. Deneysel (Oransal Frekans) Olasilik Yaklasim

Bu yaklasim deney sonuglarinin esit olasilikli olmadigi durumlarda elde edile-
cek sonucun olasiliginin bulunmasi durumunda kullanilan bir olasilik tiirtidiir.
Yani bir deney n kez tekrarlanmis bir 4 olay1 f kez gergeklesirse bu durum A
olaymin deneysel olasiligi denir.

f

seklinde ifade edilir. Mesela hileli bir madeni paranin atilmasi olayinda yazi
gelmesi olasilig, hileli bir zarin atilmasi olayinda 6 gelmesi olasiligi, bir tirtintin
kusurlu olmasi olasiligi, Rastgele segilen bir ampuliin 6mriintin 1000 saatten
fazla olmasi 6rnek olarak verilebilir.

Bu deneylerdeki sonuglar esit olasilikli olmadigi i¢in 6rnek verilen deneylere
iligkin olasiliklar klasik yaklasimla hesaplanamaz. Burada sonuglar1 esit olasi-
likli olmayan deneylerde deney ¢ok kez tekrarlanarak veri tiretilir.




Ornek 2.10. Bir fabrikada tretilen iirtinlerden rastgele 100 tane alinmis ve 5
tanesinin kusurlu oldugu goriilmiistiir. Uretilen ilk iriiniin kusurlu
olmasi olasiligini bulunuz?

Coziim: A olayi tirtintin kusurlu olmasi

_f_ 5
P(4) =~ = —= = 0.05




Ornek 2.11. Hileli bir zar 50 kez atilmis ve sonugclar asagidaki verilmistir.

Sonug Frekans Sonug Frekans
1 5 4 20
2 10 5 25
3 15 6 x5
Toplam 100

Bu hileli zar i¢in tist yiize gelebilecek sayilarin her birinin olasiliklarint bulunuz?

Coziim:  P(1)=—=,P(2) = -, P(3) = — ,P(4) = =

P(5) —m ,P(6) "m




2.2.2.3. Subjektif (Oznel) Olasilik Yaklasim

Bu yaklasim deney sonuglarinin olasiliklarinin esit olmadigr ve deneyin (olayin)
bir kez meydana geldigi durumlarda elde edilecek sonucun olasiliginin bulun-
masina subjektif (dznel) olasilik denir. Bu yaklagimda kisinin goriislerine ya da
deneyin gergeklestigi ortama dayanilarak olasilik belirlenir. Bu yontiyle subjek-
tif olasiligin kisiden kisiye farklilik gostermesi nedeniyle yaklagimin zayif yo-
niinii olusturmaktadir. Mesela kisin dondurma yemegi isteyenlerin tahmini, bir
ogrencinin ilk girdigi sinavdan 70 puan almasi olasiligi, diinya da yeni bir savas
cikmasi olasiligi ornek olarak verilebilir.




2.2.3. Olasilik Aksiyomlari

Olasiligin saglanmasi i¢in gerekli olan bazi aksiyomlar (yani tanimlanabilmesi
icin sart olan 6zellikler) vardir. Bazi aksiyomlar asagida ifade edilmistir.

1. A ve B, bir S 6rnek uzayinda A c B olan iki olay ise

P(A) < P(B)’dir.
2. P(@) = 0dir.
3. Herhangi bir A c S olay1 i¢in P(A) < 1’dir.

4. A bir S 6rnek uzayinda herhangi bir olay olsun. Bu durumda

P(A) = 1 — P(A) dir.

5. A ve B, S 6rnek uzayinda iki ayrik olay ise 6. A ve B, S 6rnek uzayinda iki olay ise

P(AUB) =P(A) + P(B) P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB)




2.2.4. Marjinal (Bilesen) ve Kosullu Olasiliklar

Marjinal olasilik birden fazla olaym ger¢eklestigi bir durumda diger olaylar
dikkate alinmayip sadece bir olay i¢in bulunan olasihga marjinal olasilik denir.
Bir A olaymin marjinal olasiligi P(4) ile gosterilir.

Ornek 2.12. 200 6grencinin cinsiyet ve istatistik dersindeki basar1 durumlarina
gore dagilimi asagida verilmistir.

Basari durumu
Cinsiyet Basarili Basarisiz Toplam
Erkek 30 50 80
Kadin 80 40 120
Toplam 110 90 200
a. Rastgele se¢ilen bir erkek 6grencinin marjinal olasiligini bulunuz?
b. Rastgele segilen bir kadin 6grencinin marjinal olasiligini bulunuz?
c. Rastgele segilen bir 6grencinin basarili olmasimin marjinal olasiligini bulunuz?

d. Rastgele segilen bir 6grencinin basarisiz olmasinin marjinal olasiligini bulunuz?




Coziim:

a. Erkek ogrencinin bulundugu satirin toplaminin, toplam 6grenci sayisina
boltimii marjinal olasilig1 verir.

P(Ericel) = et — o
b. P(Kadin) = %

c. P(Basarih) = ;Tlg

d. P(Basarisiz) = %

Kosullu olasilik bir olayin ger¢eklesmesi diger bir olayin gergeklesmesine bagli ise
bu olasiliga kosullu olasilik denir. A ve B iki olay olmak iizere 4 olaymimn kosullu
olasihigi P(A|B) ile gosterilir. Burada P(A|B) ifadesi A olaymin B olayma bagl
kosullu olasiligint ifade etmektedir. Yani P(A|B) = P(A) ve P(B|A) = P(B) olur.

P(ANB)
P(B)

P(A|B) = ,P(B) >0 seklinde ifade edilir.




Ornek 2.12’nin verileri kullanarak bazi kosullu olasiliklar,

Rastgele segilen bir erkek dgrencinin basarili olmasi olasiligy,

Bagarili olan erkek sayist 30 q 30/200 30
Toplam erkek sayist 80 e 80/200 80

P(Basarili|Erkek) =
Rastgele secilen bir kadin 6grencinin basarilt olmasi olasiligy,

80
P(Basarili|Kadin) = 120

Rastgele secilen bir erkek 6grencinin basarisiz olmasi olasiligi,

50
P(Basarisiz|Erkek) = =

bulunur.




Ornek 2.13. iki zarin birlikte atilmas1 olayinda toplamlarin 5 oldugu bilindigi-
ne gore zarlardan birinin ti¢ olmasi olasiligini bulunuz?




Coziim: A = Zarlardan birinin 3 olmasi, B = Toplamin 5 olmas1 olayi
Ornek uzayt S = k"= 6" = 36 bulunur.
A=1{(1,3)(2,3)(3,3)(3,4)(3,5)(3,6)(3,1)(3,2)(4,3)(5,3)(6,3) } ve
B = {(1,4)(4,1)(2,3)(3,2)} 1se
ANB = {(2,3)(3,2)} olduguna gore,

P(A|B) = P(AnB) _ 2/36 _ 1

P(B)  4/36 2




2.2.5. Olaylarin Bagimsizligi

Bir olayda (deneyde) kontrol edilebilen degisken yani degistirilebilen degiskene
bagimsiz degisken denir. A ve B gibi iki olaydan biri digerine bagli olarak ger-
ceklesmiyorsa yani bir olayin gergeklesmesi digerini etkilemiyorsa bu durumda
A ve B olaylarinin bagimsiz oldugu soylenir.

P(AN B) = P(A).P(B)

seklinde ifade edilir. Bir zar ve bir para atilmasi olaylari, bir kutudan cekilen
bilye geri atilmak {izere arka arkaya segilen bilyelerin birincinin mavi ikincinin
beyaz gelme olaylari bagimsiz olaylardir.




Ornek 2.14. iki madeni para birlikte atilmas olayinda ilk paranin yazi gelmesi
ikinci paranin tura geldigi bilindigine gére bu olaylar bagimsiz
midir?




Coziim: Ornek uzayr S = 2° = 4 ise gelebilecek miimkiin haller S = 1YY,
YI,TT, TY}

A = 1k paranin yazi gelmesi olayi ise A = {YY, YT}
B = ikinci paranin tura gelmesi olayi ise B = {YT, TT}

1 1 1
= — B) =— = =1
P(A) > ,P(B) 5 ve P(ANB) 7 Lse

P(ANB) = P(A).P(B) = %

oldugundan 4 ve B olaylari bagimsizdir.




2.2.6. Toplam Olasilik Kurali

Ay, As, As,..., A, birbirini engelleyen (bagdagmaz) olaylar ve S 6rnek uzayimin alt
kiimeleri olsun. B olayi ise S 6rnek uzayinda tanimlanan ve A4,, 4>, A4s,...,4,
olaylarinin kesigiminden olugan bir olay olsun.

B=SNB
B=(AUAU...UA,)N B
B=BNA)UBNA)U...UBNA,)

ifade edilirken, toplama kuralina gore,
PB)=PBNA)+PBNA)+..+PBNA,)

yazilabilir. Carpma kuralina gore ise,
P(B) = P(A).P(B| A)) + P(Ay).P(B | Ay) + ..+ P(A,).P(B | A)

yazilabilir. Buradan

P(B) = ) P(A) P(B|4)
i=1

seklinde yazilir ve bu esitlige toplam olasilik (bilesik olasilik) denir.




Ornek 2.16. Ayni marka aracin ti¢ farkl yakit tirtine gore kat ettigi yol ve
motorun vermis oldugu ariza oranlar1 belirli bir mesafede ince-
lenmistir. Buna gére benzinli arag yolun %60°n1, dizel ara¢ yolun
%30°nu ve sivilastirlmig petrol gazi (LPG) ile %10 ununu gittigi
gozlenmigtir. Motor ariza oranlari ise %2 benzinli arag¢, %3 dizel
ara¢ ve %35 sivilagtirilmig petrol gazi oldugu belirlenmistir. Buna
gore bu araglardan rastgele alan bir miisterinin arizali olma olasi-
l1gin1 bulunuz?




Coziim:

A; = {Segcilen arag i.’nci yakit tiiriine aittir}
B = {Seg¢ilen arag arizalidir}
Verilen oranlarin olasiliklari ise,

P(A)=0.60,  P(A;)=0.30,  P(A;)=0.10,  P(B|A)=0.02,
P(B | A2)=0.03, P(B | A3)=0.05

P(B)=P(BNA)+PBNA)+PBNA;)

= P(A)).P(B| A) + P(A;).P(B| Ay) + P(A3).P(B | A3)
=0.60(0.02) + 0.30(0.03) + 0.10(0.05)

=0.026

Rastgele segilen bir aracin arizali olmasi olasiligi 0.026 yani
%2.6’dir.



2.2.7. Bayes Teoremi

Cesitli nedenlerin ayni sonucu verebildigi durumlarda, bilinen bir sonucu
hangi olasilikla ve hangi nedenden ortaya ¢iktigini belirlemek amaciyla kul-
lanilan teoremdir. By, B,, ..., B, olaylari bir S 6rnek uzayinin bir parc¢alanisi
ve A’da (P(A)#0) S érnek uzayr ile ilgili bir olay ise kosullu olasiligin tani-
mindan,

P(A|B;)P(B;)
i—o P (Al B))P(B))

P(B;|A) =

biciminde ifade edilir.




Ornek 2.17. Bir fabrikada calisan miihendis iiretimde kusurlu sayisini dogru
tespit etmek istemektedir. Ayni iiriiniin tretildigi ti¢ farkli maki-
nada iriinlerin %50’si 1. makinada, %30’u ikinci makinada ve
%20’si ise 1. makinada tiretilmektedir. Bu makinalardan tiretilen
iirtinlerin kusurlu oranlarinin %]1’inin 1. makinada, %4’ tiniin 1L
makinada ve %2’sinin ise 11I. makinada iiretildigi belirlenmistir.
Bu iiretimden rastgele secilen biri tiriintin kusurlu oldugu goriil-
diigiine gore kusurlu iiriiniin I. makinada tretilme olasihigi nedir?




Coziim:

K : Kusurlu bir parga ¢gekilme olasiligi,

P(1) : Kusurlu ya da kusursuz, herhangi bir par¢anin L makinada
iiretilme olasihg: = 0.50

P(I1) : Kusurlu ya da kusursuz, herhangi bir par¢anin II. makinada
tiretilme olasiligr = 0.30

P(111) : Kusurlu ya da kusursuz, herhangi bir par¢anin I11. maki-
nada tiretilme olasilig = 0.20

P(K|I) : I makinada kusurlu iiriin tiretilme olasihigi = 0.01
P(K|ID) : II makinada kusurlu iiriin iiretilme olasihgi = 0.04

P(K|I11): 11l makinada kusurlu tirtin tiretilme olasihgi = 0.02

— P(AIB)P(B) P(1)P(K|D)
(BilA) = n P(A|B)P(B;)  P(P(K[D) + PADP(KIIL) + P(IDP(KI)
0.50(0.01)

~0.50(0.01) + 0.30(0.04) + 0.20(0.02)

= (0.238



a.
b.
C.

d.

Bir firmada ayni béliimden mezun olan 8 kisi bagvuruda bulunmus olup bun-
lardan 5°i erkek 4’1 kadindir. Bagvuranlar arasindan rastgele 2 kisi alinacaktir.

Her ikisinin erkek,
Her ikisinin kadin,

Birincisinin erkek ikincisini kadin,

Birincisinin kadin ikincisinin erkek olmasi olasiliklart kactir?




Coziim:

&
B,

=
2
tx

—
Il

>

an

Q1w ;
[l
=
-|>-|""

vv

ol Rlu

b. P(KK) = (3)(3) =2
e. PEK)=(3)(5) =1
o rece) = (90)




2. 3 mavi ve 2 beyaz iirtin bulunan bir pakette gekilen bir iiriiniin geri birakil-
mak {izere arka arkaya cekilen iki iiriinden birincisinin mavi ve ikincisinin
beyaz olma olasiligi kagtir?




Coziim: Bir paketten ¢ekilen triin geri birakilmak iizere arka arkaya secilen
tirtinlerin birincisini mavi ikincisinin beyaz gelme olaylar1 bagimsiz olaylardir.

32 6
P(ANB) = P(A).P(B) =¢.c = o




3. Bir zarla, bir para birlikte atildiginda zarmn ¢ift sayr ve paranin yazi gelme
olasilig1 kagtir?




Coziim: Bu iki olayin meydana gelmesi birbirinden bagimsizdir ¢iinkii zar ve
para birbirini etkilememektedir (baglag “ve”)

Zarin ¢ift say1 gelme olasihigi P(A) = 3/6 = 1/2
Paranin yazi gelme olasiligi P(B) = 1/2

11 1
P(ANB) = P(A).P(B) = 5.2 =2




4. Piyasaya yeni siiriilen iki otomobilden herhangi birinin ¢alismama olasilig
0.03 ise test siiriisii sirasinda her iki otomobilin de ¢aligmamasi olasilig

kagtir?




Coziim: Bu iki otomobil birbirinden bagimsizdir. Clinkii test stirlisi esnasinda
birinin calismamasi digerinin etkilememektedir.

A = [lk otomobilin ¢alismamasi

B = ikinci otomobilin ¢alismamast

P(A N B) = P(A).P(B) = (0.03).(0.03) = 0.0009




5. iki zarin bir kez atilisinda toplaminin 7 ya da 11 gelmesi olasihigi kagtir?




Coziim:
A: Toplamin 7 olmasi olay1 {(1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1)}
B: Toplamin 10 olmasi olay1 {(5,6) (6,5)}

A ve B ayrik olaylar oldugundan,
8

6 2
P(AUB) = P(A) + P(B) = =3

36 736~ 36




6. Bir mithendis yapmis oldugu iki is bagvurusundan, A firmasindan ¢agriima
olasiligi %70, B firmasindan ¢agrilma olasiligi %60 olarak diisinmektedir.
Her iki firmadan goriismeye ¢agrilma olasiligr ise %50°dir. Buna gore en az

bir sirketten ¢agrilma olasilig1 kagtir?

Coziim:

P(AUB) =P(A)+P(B)—-P(ANB)=07+06—-05=08




7. Hileli bir zar atildifinda iist yiize gelen sayilarin olasiligi,
P(1)=0, P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) =1/5

olduguna gore, zarin 5’ten kiigiik gelme olasiligi kagtir?

Coziim:
P[P(1) UP(2) UP(3) UP(4)] = P(1) + P(2) + P(3) + P(4)
1 1 1 3
=0+=+=+=-==

55 & &




8. 40 kisilik bir sinifta 28 erkek 6grenciden 10°u gozlikliidiir. Bu siniftan segi-
len bir 6grencinin kiz veya gozliiklii olma olasiligi kagtir?




Coziim: Erkek sayis1 28, Kiz sayis1 12, Gozliikli erkek sayisi 10, Gozliiklii kiz
sayisl x ise

Siniftan se¢ilen bir kisinin kiz olma olasilhigi P(K) = 12/40,
Gozliikli 6grenci olma olasiligr P(G) = (10 + x) / 40 dur.
Secilen 6grencinin kiz veya gozliiklii olma olasiligt P(K N G) = x/40

O halde, secilen 6grencinin kiz veya gozliiklii olma olasiligs;

12 10+x = 22 11
40 40 40 20

P(KUG)=P(K)+P(G)—P(KNG) =40+




9. 12 makine, 24 insaat miithendisligi 6grencilerinin bulundugu bir sinifta bu
ogrenciler arasindan arka arkaya 2 6grenci se¢ildiginde, se¢ilen 6grencilerin
ikisinin de makine 6grencisi olma olasilig1 kagtir?

Coziim:

12 11 11

P(ANnB) =P(A).P(B|A) =

36"35 105




10.1ki zar atildiginda, zarlarin iist yiiziine ayni sayilar geldigi bilindigine gore,
toplamin 6 olma olasilig1 kactir?




Coziim:
A = Ust yiize ayni1 sayilar gelmesi olay!
B = Zarlarin toplaminin 6 olmasi olayi
A=1{(1,1)(2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6)}
B=1{(1,5)(24) (3,3) 4.2) 5, 1)}
ANnB =1{(33)}

peala) = PANB) _1

P(4A) 6




11.Bir fabrikada iiretilen iirtinlerden 30’u hatasiz ve 20’sinin hatali oldugu be-
lirlenmistir. Rastgele iki par¢a iadesiz olarak sec¢ildiginde her iki tiriiniin de
hatali olmasi olasilig1 kagtir?




Coziim:
A = Ilk secilen parca hatalidir.

B = Ikinci se¢ilen parca hatalidir.

20 2 19
P(A) —'ga—g veP(BIA) —E

219 38




12.Uzaktan egitim hakkindaki disiinceleri belirlemek amaciyla 0gretmen ve
ogrencilerden olusan 500 kisiye diisiincesi sorulmus, asagidaki sonuglar elde

edilmistir.
Statu Gorusler
Toplam
Katiliyor Katilmiyor Kararsiz
Ogretmen 150 100 50 300
Ogrenci 50 50 100 200
Toplam 200 150 150 500

a. Uzaktan egitime katilan ve 6gretmen olma olasiligt,

b. Bu gruptan rastgele segilen birinin 6gretmen ya da katiliyor olma olasihig kag-
tir?




Coziim: A = Segilen kisi 6gretmendir.

B = Secilen kisi 6grencidir.

a. P(AN B) =%= 0.30

b. P(A)=300/500=0.60

P(B) =200/ 500 = 0.40

P(ANB —P(A)PBA)—BOO 150—030
( ) = ] 500300

bulunur. O halde istenen olasilik,

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AnB) =0.60 + 040 — 0.30 = 0.7




14.Bir tiniversitede Ekonometri boliimii {i¢lincii smifta 60 6grenci bulunmakta-
dir. Bu 60 6grenci disinda 10 6grenci dordiincii sinif olup alttan ders almak-
tadir. Daha 6nceki yillardan tigiincii sinif 6grencilerinin %60°1 ve dérdiincii
sinif 6grencilerinin ise yarisi basarilidir. Buna gore yilsonunda herhangi bir
ogrencinin basarili olma olasiligi kagtir?




Coziim: A = Ogrencinin basarili olmasi
B = Basarili olan 6grencinin tigtincii sinif olmasi

C = Basarili olan 6grencinin doérdiincii sinif olmasi

60 60 10 50 41

P(A) = P(B).P(A|B) + P(C). P(A|C) =

70°100 T 70°100 ~ 70




15.Bir tekstil fabrikasinda iiretilen mallarin %45°1 birinci makinada, %30’u
ikinci makinada ve %25°1 tigiincli makinada tiretilmektedir. Bu makinalarin
tirettikleri mallarin sirasiyla %3, %4 ve %5 inin hatali oldugu belirlenmistir.

a. Uretilen iiriinlerden rastgele alinan bir iiriiniin hatali olma olasiligi kagtir?

b. Rastgele segilen bir {irtin hatali oldugu bilindigine gore bu {iriiniin ikinci
makineden olma olasilig1 kagtir?




Coziim: A = Secilen kumasin kusurlu olmasi
B, = Uriiniin birinci makinada tiretilmesi
B, = Uriiniin ikinci makinada tiretilmesi
B; = Uriiniin ii¢ciincii makinada tiretilmesi
a. P(A) =Y} P(A|B).P(B))
= P(A|B,). P(By) + P(A|B,). P(B,) + P(A|By). P(Bs)
= (0.45).(0.03) + (0.30).(0.04) + (0.25)(0.05) = 0.028

Bir baska ifadeyle bu fabrikadan 1000 adet tirtin alinirsa, bunlarin 28 tanesi-
nin hatali oldugu soéylenebilir

P(A|B3).P(Bz)
P(A|B1).P(B1)+P(A|B3).P(B;)+P(A|B3).P(B3)

P(B,|A) = L, 0.429

b. P(B,|A) =

0.028




W =u

Ozet (Rastgele Degiskenler)




Rastgele degiskenler, olasilik kavraminda 6nemli bir yere sahiptir. Rastgele
degisken degeri bir olay (deney) ya da gozlem sonucunda sansa bagli ortaya
¢ikan bir degiskenin aldigr deger olarak tanimlanabilir. Giinliik hayat da climle
icerisinde farkinda olmadan da kullandigimiz bazi kelimeler rastlanti degisken-
leri ifade etmektedir. Mesela bir kisinin basart durumunu konustugumuzda,
tizerinde durdugumuz olay basart durumunu ifade ettiginden bu basar1 olayi
bizim rastgele degiskenimizi gostermektedir. Yine bir madeni paranin atilmasi
durumunda yaz1 gelmesi ile ilgileniyorsak bu olayda rastgele degiskenimizin
yazi oldugunu soyleyebiliriz. Bir ailedeki ¢ocuk sayisi, Suyun igerisinde bulu-
nan oksijen miktari, Futbol miisabakasinda atilan gol sayisi1 gibi olaylar rastgele
degiskenlere birkag¢ 6rnek olarak verilebilir.




3.1. Rastgele Degiskenler

Orneklem uzay1 S’de tanimlanan basit bir fonksiyondur. $’de tanimlanan degisken-
lerin nitel ya da nicel olarak ifade edilebilir. Ancak S 6rneklem uzayinda yer alan
olaya sayisal degerler atayan fonksiyon rastgele degisken olarak tanimlanabilir.

Rastgele degiskenler X, Y, Z, ... gibi biiylik harflerle gosterilirken rastgele de-
giskenlerin aldig1 degerler de x, y, z, ... gibi kii¢iik harflerle gosterilir.

Rastgele degiskenler kesikli (discrete) ve stirekli (continuous) olmak tizere ayri-
lirlar.




3.1.1. Kesikli Rastgele Degiskenler

Bir rastgele degiskenin alacagi degerler sayilabiliyorsa bu tiir rastgele degisken-
lere kesikli rastgele degiskenler denir. Bagka bir ifadeyle bir rastgele degiskenin

alabilecegi degerlerinin sayisi sonlu ya da sayilabilir sonsuzluktaki degiskenler-
dir. Kesikli rastgele degiskenler i¢in asagidaki drnekler verilebilir.

Bir ailedeki ¢ocuk sayisi

Bir futbol miisabakasinda atilan gol sayisi

Bireylerin ayakkab1 numarasi

Bir madeni paranin iki kez atildiginda yazi gelmesi sayisi

Bir zarin atilmasi olayinda tist yiize gelebilecek sayilar

Bir raftaki kitap sayisi




3.1.2. Siirekli Rastgele Degiskenler

Bir rastgele degiskenin alacagi degerler 6l¢lim ya da tarti ile elde edilebiliyorsa
bu tiir rastgele degiskenlere siirekli rastgele degiskenler denir. Bagka bir ifadey-
le bir rastgele degiskenin alabilecegi degerlerinin sayist bir aralik ya da araliklar
kiimesindeki degiskenlerdir. Stirekli rastgele degiskenler i¢in asagidaki 6rnekler
verilebilir.

e Bir 6grencinin boy uzunlugu

e Bir atletin bir mesafeyi kogma siiresi

e Bir bireyin agirhigi

e Bir ¢o6zelti igerisindeki sodyum yiizdesi

e Bir konutun fiyati

e Bir otomobilin motor 6mrii




3.2. Olasilik Fonksiyonu
S ornek uzayinin tiim alt kiimelerinin olusturdugu kiime A4 oldugu varsayilirsa;

P:A—[0,1]yadaP:0<A<I

seklinde tanimlanir. P fonksiyonuna A4 tizerinde olasilik fonksiyonu denir. Diger
bir ifadeyle x € 4 ise P(x) reel sayisina x olaymin olasiligi denir. Olasilik fonk-
siyonlar1 degiskenin tiiriine gore kesikli olasilik fonksiyonu ve siirekli olasilik
fonksiyonu olmak tizere ikiye ayrilir.




3.2.1. Kesikli Olasilik Fonksiyonu

X rastgele degiskeni x|, xs, ... , x, degerlerini alabilen kesikli bir rastgele degis-
ken ve bu degerlere karsilik gelen olasiliklar P(X=x) olmak tizere (bu ifade X
kesikli rastgele degiskeninin x degerini alma olasihigi seklinde ifade edilir) asa-
gidaki kosullar1 saglayan P(X) fonksiyonuna X’in kesikli olasilik fonksiyonu
(olasilik fonksiyonu) denir.

1. Tanim bolgesi disinda (x € R i¢in) P(x) = 0’dur.

2.  Tanim bolgesi i¢inde (x € R i¢in) 0 <x < 1’dir.

3.  Tamim bolgesindeki tiim degerler i¢in olasiliklar toplami 1°dir.

; P(x;) =1




Ornek 3.1. Bir madeni paranin bir kez atilmasi olayinda, X rastgele degis-
keni tura gelme sayisini gostersin. X”in olasilik fonksiyonunu
bulunuz?

Coziim: Bir madeni para »n kez atildiginda 6rnek uzaymin eleman sayisi S
= 2"dir.

Ornek uzayr S = {Y, T} ise X’in alabilecegi degerler O ve 1 olup,
bu degerleri alma olasiliklari,

1 !
P(X=O)=§P(X=1)=§

olarak bulunur. X”in kesikli olasilik fonksiyonu asagidaki gibi iki
farklr sekilde ifade edilebilir.

pix=n =6 @) x=01

0,diger durumlar

veya

X=X 0 1

P(X = x) 172 1/2




Ornek 3.2.  Bir madeni paranmn ii¢ kez atilmasi olayinda, X rastgele degiskeni
tura gelme sayisini gostersin.

a. Xrastgele degiskeninin olasilik fonksiyonunu olusturunuz?
b. Bu fonksiyonun olasilik fonksiyonu oldugunu gosteriniz?

Coziim: Grnek uzayt S = 2° =8 bulunur. S = {YYY, TYY, YTY, YYT,
TYT, YTT, TTY, TTT} ise X’in alabilecegi degerler 0, 1, 2, 3
olup bu degerler agik bir sekilde ifade edilecek olursa,

YYY=0

TYY, YTY,YYT=1
TYT, YTT, TTY =2
TTT=3

olarak yazilir.

a. Xin kesikli olasilik fonksiyonu,

3—-x

rir=n= {6 () x-o122

0,d.d




veya

X=X 0 1 2 3
P(X = x) 1/8 3/8 3/8 1/8
seklinde ifade edilir.

b. Bu degerlerin olasiliklari,

1 3 3
PX=0)=5,PX=1)=5,PX=2)=5,P(X=3)=

bulunur.

Kesikli olasilik fonksiyonun kosulu dikkate alinirsa;

0<x<1veY'3P(x)=1olmas gerekir. Bu kosullar1 sagladigindan P(x)
kesikli olasilik fonksiyonudur.




Ornek 3.3.  Hileli bir madeni para ii¢ kez atilmasi olayinda, tura gelme olasi-
lig1 2/5, yazi gelme olasiligi 3/5 olduguna goére ve X rastgele de-
giskeni tura gelme sayisini gostersin.

a. X’in olasilik fonksiyonunu bulunuz?
b. En az birinin tura gelmesi olasiligini bulunuz?

Coziim: Ornek uzayr S = 2% =8 bulunur. S = fE XY, IYY, ¥Y1IY, YY1,
TYT, YTT, TTY, TTT} ise X’in alabilecegi degerler 0, 1, 2,
3 tiir.
a. § ornek uzayr esit olasilikli bir uzay degildir ¢iinkii soruda tura ve yazi
gelme olasiliklart verilmistir. Ayrintili sekilde S’deki olasiliklar verilecek
olursa,

333 27 233 18
POYY) =g55 =135 POV =zc5 =135
18
P(YTY) = =, P(YYT) =7 e
2 2 12
P(TYT) = —,P(YTT) = —, P(TTY) = —, P(TTT) =

125’ 125° 125

125’




Ornek uzayi S esit olasilikli olmadigindan olasilik fonksiyonu X’in tura gelme
olasiligi,

27
P(X =0) = P(YYY) = —

125
P(X =1) = P(TYY,YTY,Y¥T) = + o + o = o
125 125 125 125
12 12 36

12
PX =2) = P(TYT,YTT,TTY) = oo+ et e = oo

P(X =3) = P(TTT) = 1—2—5-

b. P(X>1) olasilig1 soruluyor,
PXz1)=PX=1)+PX=2)+P(X =3)
54 36 8 98

=125 T 125 Y125 ~ 128




Ornek 3.4. iki zarin birlikte atilmasi olayinda, X rastgele degiskeni tist yiize
gelen sayilarin toplaminin 7 olmasini gostersin. X”in olasili1 ve
olasilik fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Bir zar n kez atildiginda drnek uzayinin eleman sayist S = 6" dir.
Ornek uzayi S = 6° =36 bulunur.
X= {(1,6) (2,5) (3,4) (6,1) (5,2) (4,3)} ise X’in olasilig,

6 1
P(X) = % == "6-
6
P(X - x) - 5-6—,9( = 1,2,3,4,5,6
0,d.d




Ornek 3.5. Bir futbolcunun bir magta attigi gol sayisini gosteren X rastgele
degiskeninin olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

1
§(2—x), ¥=1,23

P = 1
&) =X , x =45
5
0 , d.d

a. Bu olasilik fonksiyonunu kullanarak futbolcunun 5 gol atma olasiligini bu-
lunuz?

b. Futbolcunun 1-4 arasi gol atmasi (1 ve 4 dahil) olasiligint bulunuz?

Coziim:
a. P(X=5)=:.(5)=1

b. P(1<x<4)=P1<x<3)+PB<x<4)

4

DRETIRI%E

x=1 x=4




3.2.2. Siirekli Olasilik Fonksiyonu

X rastgele degiskeni x|, x,, ... , x, degerlerini alabilen stirekli bir rastgele degis-
ken ve bu degerlere karsilik gelen olasiliklar daima bir aralik ya da araliklara
atanir. Asagidaki kosullart saglayan f{x) fonksiyonuna X’in siirekli olasilik fonk-

siyonu (olasilik yogunluk fonksiyonu, kisaca o.y.f) denir.

. Ax)>0,-00<x<w

2. [T fxdx=1

Jx) fonksiyonu yukaridaki kosullari sagliyorsa X stirekli rastgele degiskeninin a
ve b arasinda bulunmasi olasiligi P(a < x < b) asagida belirtilen tarali alandir.

‘1L 1=




Stirekli X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f{x) den yararlani-
larak P(X > a) ve P(a < X <b) olasiliklari asagidaki gibi bulunur:

P(X <a)= f " Fedx
P(X 2 a)= fwf(x)dx

b
Pla< X <b) =f f(x)dx

Stirekli X rastgele degiskeninin tanim araligi (—oo, o0) arasinda degistigi i¢in
asagida belirtilen durumlarda sinir degerlerinin dahil olmasi ya da olmamasi
olasiliklart degistirmez.

P@a<X<b)=P@@a<X<b)=P@as<X<b)=P@<X<b)
Ayrica
P(a<X <b)=F(a)— F(b)

iligkisi vardir.




Ornek 3.6. Bir bebegin biiyiime evresinde aldigi kilolari gdsteren X siirekli
rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida ve-
rilmistir.

2,0 < £1

feo) ={ 0.d.d

a. f(x) fonksiyonunun olasilik yogunluk fonksiyonu olup olmadigini arastiriniz?

b. f(x) fonksiyonun olasilik fonksiyonu ise P(x < 1/2), P(x = 1/2) ve P(1/3=x <
3/5) olasiliklarini bulunuz?

Coziim:

a. Bu fonksiyon 0 < x < 1 araliginda oldugu i¢in f{x) > 0 kosulunu saglamakta-
dir. Bu fonksiyonun (0,1) arahi@inda belirli integrali alinirsa,

['2xa [(1)2 - ]
0

olduguna gore ikinci kosulu da sagladigi goriiliir. O halde f{x)’in olasilik yogun-
luk fonksiyonu oldugu séylenebilir.




1\ _ 05 _ %2 _ = [(06%=00)"] _
b. P(x<3)=, 2xdx = 2(5)| = 2| | =0.25
1 ! x2 | (1)% — (0.5)?
P (x > —) = f 2xdx =2(=)| =2 = 0.75
2) " )y 27 7 2

3/5
= (0.249

1 3 3/5 x?
—<x<-—-|= = 2(—
P(B_x_S) fl/32xdx 2(2)

[(3/5)2 = (1/3)2]
2

=2
1/3




Ornek 3.7. Bir ampuliin dayanma siiresini gosteren X rastgele degiskeninin
olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

kx®* 0<x <2

f(x)zi 0, d.d

a. Fonksiyonda verilen k sabitini bulunuz?

b. P(x < 1/2) olasiligini bulunuz?

c. P(1/2 <x<3/2) olasiligint bulunuz?




Coziim:

a. ffooo f(x)dx = 1 olmahdir. Yani,

512 25_05 5
=k =1=2k=—
R 5

%
5

2
4 _— 1 .
fokx dx ise k 32

_ (15 gy = S 5 [0 _ 1

b'P(xS1/2)_f03Zde_3250_32[ 5 ]_32
_(3/25 4, _ 5x53%

C. P(l/ZS X < 3/2)—f1/2 EEX dx-—i—s- =10.236

1/2




3.2.3. Olasilik Dagilim Fonksiyonu

Dagilim fonksiyonuna kiimiilatif ya da tiirev dagilim fonksiyonu da denilmektedir.
X, § 6rneklem uzayinda tanimlanmus bir rastgele degisken olmak iizere x degerin-
den kiigiik ya da ona esit bir deger alma olasiligini veren F(x) fonksiyonuna X’in
dagilim fonksiyonu (ktimiilatif/birikimli) denir ve F(x) ile gosterilir. X kesikli ya da
siirekli bir degisken ise dagilim fonksiyonu F(x) = P(X < x) olarak tammlanir.
F(x)’in tamim araligr [0,1] yani 0 < x < | arasindadir. X kesikli ya da siirekli bir
rastgele degisken olmasi durumunda dagilim fonksiyonu asagida tanimlanmustir.

X kesikli rastgele degisken ise, X’in olasilik dagilim fonksiyonu,

Fl) = PIX <) = Z P (x))

X=x
seklinde ifade edilir.

X stirekli rastgele degisken ise, X’in olasilik dagilim yogunluk fonksiyonu,

F(x) = f F(Ode

seklinde ifade edilir.




Ornek 3.8. X kesikli rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

X=x | - 1 2 4
P(X < X) | 1/4 1/8 1,2 1/8

X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz?




Coziim: X kesikli rastgele degisken oldugundan X’in dagilim fonksiyonu
daha once verilen asagidaki esitlikle hesaplanir.

F(x)=PX sx) =ZP(xi)

X=sx

PX<-2)=0
P(XS—2)=%
P(X<1)—P(X——2)-—-1~
PX<1)=PX 2 P(X 1—1 1—3
( ) (——)+(—)Z§—§

2 P(X =-2 X=1 L 1—3
PX<2)=PX=-D+PE=1)=7+5=2

<2)=PX 2 P(X=1 P(X =2 I 1—7
P(X ) P( —'_)‘l' ( - )+ ( = )—Z §+§-—-§
P 4)=P(X =-2 PX=1 PX =2 11 1—7
X <H=PX=-D+PA=D+PE=2) =7 +s+5==
PX=24)=PX=-2)+PX=1)+PX=2)+PX =4)

—1+1+1+1—1
T4 8 2 8




seklinde her bir olasilik degerleri bulunur. X rastgele degiskeninin olasilik dagi-
l1m fonksiyonu ve F(x) grafigi asagida olugturulmustur.

( 0,% < —2
1/4,-2<x<1
Flxy=4 3/8 . 1=x<2
7/8 ,2<x<4
\ 1,x=>4

F(x)

14 '__—_T—>

A
4

-2 1 0 1 2 3 4 3

!
120




Ornek 3.9. X siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu aga-
gida verilmistir.

1
0 3 d.d

X’in dagilim fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: X stirekli rastgele degisken oldugundan X’in dagilim yogunluk
fonksiyonu daha 6nce verilen asagidaki esitlikle hesaplanur.

F(x) = f f(Odt

TO1[@E- 07 1,
{5

F( )—fxltdt—1 £
e _2(2)0 2

X rastgele degiskeninin olasilik dagilim yogunluk fonksiyonu ve F(x) grafigi
asagida olusturulmustur.

0,x <0
1
F(x) = ZXZ,O L x=x2

1,2 > 2

Sekil 3.4. fnin grafigi Sekil 3.5. Fnin grafigi







3.2.4. Dagilim Fonksiyonunun Ozellikleri

[. Her x degeri 0 < F(x) < 1 arah@inda degisir. Matematiksel olarak Ax),
F(x)’in tiirevidir.

2. Tanim bolgesi —o < x < oo araliginda ve F(x) = P(X < x) oldugundan

i, oo F (X)) = 0 V& liyes F(X) = 1 dit.

3. F(x), x’in azalmayan bir fonksiyondur. Yani x; < x, ise F(x;) < F(x,) dir.




4, x,<xyicin P(x; <X <xy) = F(x,) — F(x;) olarak hesaplanir.
5. X, kesikli ya da siirekli bir rastgele degiskeni ve F(x) dagilim fonksiyonu ise,
P(X > x)=1- P(X<x) =1 - F(x) bulunur.

6. X, siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu (o.y.f) f ve
dagilim fonksiyonu F(x) oldugunda,

d
f(x) = E.F(x) dir.




Ornek 3.10. Bir ilde oynanan futbol kargilagmasinda atilan golleri gosteren X
rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu agagida verilmistir.

g
9%~
1
X)=<{=—,x=2
f(x) 3%
b =3
g+*=

Xin dagilim fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: Yukaridaki fonksiyon agagidaki sekilde de verilebilir.

X=x | 1 2 3
P(X € X) ‘ 2/9 1/3 49

X kesikli rastgele degisken oldugundan X’in dagilim fonksiyonu daha 6nce veri-
len asagidaki esitlikle hesaplanir.

F(x)=P(X <x)= P (x;)

PX<1)=0

P(lSX<2)=P(X=1)=g

g
3=

Ol N

P2<X<3)=PX=1D+PX=2)=

5
9
2
9

PX>=>3)=PX=1)+PX=2)+PX=3)= +%+g=1




seklinde her bir olasilik degerleri bulunur. X kesikli rastgele degiskeninin olasi-
lik dagilim fonksiyonu ve F(x) grafigi asagida olusturulmustur.

D,x<1
) 2/9,1<x<2
F)=95/9 2<x<3
lL.x23




Ornek 3.11. iki zar atildiginda iiste gelen sayilarin toplaminin asal say1 oldu-

gunu gosteren X rastgele degiskeninin olasilik dagilim fonksiyo-
nunu bulunuz?

Coziim:
Ornek uzays, S = £(1,1)(1,2)(1L4)(1,6)(2,1)(2,3)(2,5)(3,2)(3.4)(4, 1)(4,3)(5.2)(5,6)(6,1)(6,5)}
Olasilik fonksiyonu asagidaki bigimde olusturulur:

X=x | 2 3 5 7 11
P(X = x) | 1/15 2/15 4/15 6/15 215

Olasilik dagilimi fonksiyonu asagida verilen iki farkli big¢imde olusturulabilir:

X=x | x<2 2¢x<3 3<x<5 5<x<7 75x<11 11¢x
P(X = ) ‘ 0 1/15 3/15 7/15 13/15 1
0, %L 2

1/15,2<x <3
3/15,3<x<5
7/15,5<x <7
13/15,7<x <11
1,11<x

F(x) =




Ornek 3.12. Cevre diizenlemesi yapan bir miihendis her yil yol kenarindaki
agac boylarinin uzamasini gésteren X rastgele degiskeninin olasi-
lik fonksiyonu asagida verilmistir.

0 , x=<0
1

Fx) = k(x+§>,OSx<2
1 , x=2

a. Fonksiyonda verilen k& sabitini bulunuz?

b. Olasilik yogunluk fonksiyonuna gore P(x < 1) ve P(1/3 <x < 1) olasiliklar
bulunuz?

¢. X’in dagilim fonksiyonunu bulup ve bu fonksiyon yararlanarak P(x < 1) ve
P(1/3 <x < 1) olasiliklar1 bulunuz?




Coziim:

a. f(x) siirekli olasilik yogunluk fonksiyonu (0.y.f) olarak verildigine gore (aga¢
boylari siirekli degisken), daha once belirtilen o.y.f’un 6zelliginden tanim
araliginda integral 1’e esittir.

. 1 x2 1 \|
j k<x+—>dx=1-——>k<7+—x>
0 2 2 2

0
(2)? - (* 1 - 1
=,1<[T+5(2—0)]_1=>k_§

=1

14 1 1 ,x2 L 4
b. P(x < 1)=f0;(x+5)dx=§(’-;-+-’25)|0=5

P(3sx=t)=[ jarrbae=iE 2
<=x=<1)= 1/33(x 2)x— 2)

27

3 3”2 1/3

x2-0
2

1 1 i 1. i
e FO)=[{36+de=3G+50| =4

+%(x—0)]




Dagilim fonksiyonunun 6zelliklerine gore, F(x)

0,x<90
F(x) = 1_<x_2_-l;£) 0<x<2
Bl 4 4 =777
1,x=>2

bi¢iminde gosterilir.

1 1%2+1 1
P =F)=5—5)=3

plsxs1)=rm-r()=,

3= =77 3) ~27

Ayni olasiligi, olasilik yogunluk fonksiyonunun ayni aralikta integrali alinarak
da hesaplanabilir.

P(x < 1) olasiligi o.y.f kullanilarak b sikkinda ¢oztilmustii.

1 .
P(§ < x = 1) \fl/BF(x)dx; fl/sf(x)dx L‘se
T

Dagilim fonksiyonu Olasilik fonksiyonu

P(1< <1)_f11x2+xd_f11 +1d_7
gexalj=) g == 5" P =57




1. Iki madeni paranin birlikte atilmasi olayinda X rastgele degiskeni turalarm
sayisinit gostersin. X”in olasilik fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: S=2" =4 ve érnek uzay1 S= {TT, TY, YT, YY} olur, X degerleri O, 1,
2 alir. Bu degerlerin olasiligi,

PX=0)=PXYY)=1/4

PX=1)=PTY,YT)=1/2

PX=3)=P(YY)=1/4

olur. X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu,

X=x 0 1 2
P(X = X) 1/4 1/2 1/4




2. Bir telefoncuda satilan 8 telefondan iki tanesi bozuktur. Bu telefonlardan iki
tane alinmaktadir. X rastgele degiskeni bozuk telefon sayisini gosterdigine

gore olasilik fonksiyonunu bulunuz?

Coziim: X rastgele degiskeni 0, 1, 2 degerleri alacagindan kesikli olasilik fonk-

siyonudur.

6 5 0
P(X—O)—P(SS)_g 7=_6=%
¥
7




3. Bir sigorta sirketinin ayda sigortaladigi arabalarin sayisini gosteren X rastge-
le degiskenin olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

k
P(X): ;’le’z
0,d.d

a. k degerini bulunuz?

b. P(X > 0) olasiligin1 bulunuz?

Coziim:

2
3

a. Y2, k% =1 esitliginden k =

b. P(X>0)=P(x=1)+P(x=2)=§.1+§.§=1




4. X rastgele degiskeni alti ¢ocuklu ailelerdeki erkeklerin sayisini gostersin.

Erkekler ve kizlar igin esit olasilikli varsayimi altinda X’in olasilik fonksi-
yonunu bulunuz?

Coziim:

P(E) = l ve P(K) =% ise P(x) = (i)(—) X= 012 .6

2




S. Sigara igme durumuna gore kandaki nikotin miktarini (mg) gosteren X rast-
gele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

4

f(x)—{lsx dEasr
0,d.d

a. P(x> 1) olasiligini,

b. P(1 <x<1.5) olasihigini bulunuz?

Coziim:
4 X0 4@ -
a) 'f_Xde— —.Tl =1—5[—4—]= 1
4 x4 st - (Y
b)f—x%ix_—sTl ‘E[ . ]_0.271




6. Bir kahvenin maliyetini gosteren X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonu asagida verilmistir.

1
f(x) =1% ,155 < x < 17.0

Bu maliyetin P(x < 16.0) olasihgint bulunuz?

Coziim:
16.0 16.0 1
P(x < 16.0) = f f(x)dx = f T5x
155 15.5 '

= 0.333

————

1.5

X |16'0 . 160 - 155

15:5 - 1.5




7. Bir tiniversitedeki ogrencilerin derse ge¢ kalma siirelerini (dk) gosteren X
rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

2
Fe0) = {k(x + 1());3 x<4

a. k sabitini bulunuz?

b. P(x>2) olasiligint bulunuz?

c. P(2 <x<3)olasiligint bulunuz?
Coziim:

a. [~ f(x)dx =1 olmahdir.Yani,

4

N 1
f k(x*+1Ddx =1 = k(§x3 +x)| =
1 1

1 1

1 .56 31
b. fz 24(x +1)dx—§(?+ )l =§(—3—+2)=§g

e [; =@ +1)dx—5:(?+ )|




8. X rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

1

fx) =

1
0,d.d

P(2 <x <4) olasiligin bulunuz?

Coziim:
3 3
1 J 3 = 1[32 - 22 5
—XxXax = —— = i = —
6 6 2 6 2 12

2

4

!
/

Z—Exalx—(Zx——1~2 =2(4-3 L 042 gty =
5 = 2%7) —(—)—1(4 _3)=Z

3

5 1
P(ZSXS4‘)=1—2-+Z=-18—2:—§-




9. Xkesikli rastgele degiskeninin olasilik dagilim fonksiyonu asagida verilmistir.

rQx €1
% ol EXL 4
Fx) = 4 %,4Sx<6
5
3 0 = x< 10
a1
a. Dagilimin fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
b. P(2 <X < 6) olasiligin1 bulunuz?
¢. P(X =4) olasiligini1 bulunuz?
d. X’in olasilik fonksiyonunu yaziniz?




Coziim:

a.
F(XTL}
1 [ ——
36 0
2/3¢ ;
1 0
-3
1 2 4 3 6 8 9 10 X

b. PR<X<6)=PX<6)—P(X<1)=F(6)-F(1)
2 1 3 1

“6 3 6 2




c. f(4) =P(X=4)=F4) —-F@3)=

N | =
|
W | =
Il
| =




10. X rastgele degiskeni sirasiyla -1, 1, 2, 3 degerlerini almakta ve olasiliklari
sirastyla 1/4, 1/8, 1/8, 1/2 almaktadir. Buna gore fonksiyonun dagilim fonk-
siyonunu yaziniz?

Coziim: X kesikli rastgele degisken oldugundan,

f(-1)=PX=-1) =% = F(-1) = P(X < -1) :%

F)=PX =1 =1 > F(1) =P < -1) =1 +5 =2
8 . 4 8 8
8 - 8 8 8

FB)=PX=3) =1 5 F@) =P <D =sta=1
2 - 2 8

(0, x <-1




11. Bir miihendis cevre diizenlemesi i¢in dokiilen asfalt miktarini (bin ton)
gosteren X siirekli rastgele degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu asa-
gida verilmistir.

.29
1
F(x) = §(6x2 —-x3),0<x<4
1,x>4

P(2< X < 3) olasiligint bulunuz?

Coziim:

P(2< X <3)=F(3)=F(Q2)

11
32

1 o1 ,
:§[6(3)2 -3 ]—5[6(2) —23) =




12.Hava sicakligi 6lgtimiindeki hatalari gosteren X rastgele degiskeninin olasi-
lik yogunluk fonksiyonu agagida verilmistir.

xz
f(X)= ?,—1<X<2
0, dd

X’in dagilim olasilik fonksiyonunu yaziniz?

Coziim:
a

a<-1=F(a)= ff(x)dx—dex—

—00

. 2 a

-1<a<2 =F()= f(x)dx—f—dx—% 3

=@ +1

=1
=1

2

az=2 =>F(a)—jf(x)dx—f—dx——x3 =é(8+1)=9

=1

0,x<-1

1
F(x) = s+ 1,1 sx =2

1,x% =2




13. X siirekli rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida ve-
rilmistir.

— <x <
f) = fx o t=xst
0,d.d.

a. k sabitini bulunuz?

b. Dagilim fonksiyonunu yaziniz?

¢. P(X<2.5) olasiligini bulunuz?




Coziim:

a.

b.

[ fde=1= fffdx = k.Inx|} = k(lnd —In1) =1k = ﬁ

Fx) = [, f(D)dt
0
x <1 = Flx)= ff(t)dt = F(x) = JOdt—O

X

1l
= —Inx
1 [nd

1<x<4 =FQX) = ff(t)dt—fMt Mz

7 d
>4 2 F(x) = ff(t)dt=ff1gtt:
N 4

0, %<1
1
F(x) =4—Inx,1<x<4
n4

1,x>4

P(X <2.5) = F(2.5) = izzn(z.s) = 0.661



