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Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al

Beklenen Deger




Ortalama (Mean): Ornek

Yas: 0 1 2 3

0
D\
8/

X

@ DeeplLearning.Al



Ortalama: Ornek

Age: 0 1 2 3

B

1.3
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Ortalama: Ornek

Age: 0 1 2 3 0+0+0+1+1+2+2+2+2+3
i 10
i . QO 13
i 10

1.3 = 1.3
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Odadaki Cocuklar

Yas: 0 1
0+0+0+1+1+2+2+2+2+3

2 3
10
13
=-_— =13
[0 10
: _3-0+2-1+4'2+1-3

1.3 10

Mean (Ortalama) Agirlikli Ortalama

3 2 4 1
Expected Value (Beklenen Deger) = — -0+ — -1+ __ -2+ __-3=1.3

10 10 10 10
E[X]
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 1

Arkadaslarinizla bir oyun oynuyorsunuz Oyun Ucreti:

© 10 dollar kazaniyorsun $ 6

© Higbir sey kazanamiyorsun
Oyunu oynar miydiniz?

Bu oyunu oynamak icin maksimum ne kadar para vermeliyiz?
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 1

Arkadaslarinizla bir oyun oynuyorsunuz Oyun Ucreti:

© 10 dollar kazaniyorsun $ 4

© Higbir sey kazanamiyorsun
Oyunu oynar miydiniz?

Bu oyunu oynamak icin maksimum ne kadar para vermeliyiz?
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 1

) S dolarin altini
Arkadaslarinizla bir oyun oynuyorsunuz Oyun Ucret: kabul etmeli Ustund

etmemelisin
© 10 dollar kazaniyorsun $ 5

© Higbir sey kazanamiyorsun

Longterm: 0.5 - $10 +0.5-$0= $5 '={> You expect to win $5 on average
E[X] =5
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 1

Olasilik

f

$0 $10
1/2 4

$5

Beklenen deger, dagilimi dengeleyen noktadir.
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 2

Baska bir oyun

©00C

3 bozuk para atiliyor. Her bir heads i¢in $1 dolar kazaniyorsun

Bu oyunu oynamak icin maksimum ne kadar para vermeliyiz?
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Beklenen Deger: Motivasyon - Ornek 2

0 1 2 3

X : heads sayisini gostersin ©©@ @@©
CE0 QO
E[X] = 15 000 Qe EEE

1 i
[E[X]=l-0+i-1+i'2+_-3= 1.5
8 8 8 8

1.5
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Beklenen Deger: Aynk Durum

X ayrik bir PMF of X _
rastgele degiskendir Px(X) = P(X = X) E[X] ZX X Px(X)
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Beklenen Deger

3
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Beklenen Deger

0.4
0.2 0.2
I
1 3 4 5
2.3
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Beklenen Deger - Surekli

Olasilik

Zaman
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Beklenen Deger - Surekli
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Beklenen Deger - Surekli
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Beklenen Deger - Surekli

Discrete random variables Continuous random variables
o0
E[X]= ) x px() I X - fy(x) dx
X -0
Weighted using PMF Weighted using PDF
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Beklenen Deger (Surekli)  olasiik

15 min
32 min

58 min

1 min
47 min Zaman
14 min
37 min Q
L Eaaaas '
- 29mn 00 == == - = H— —————————————————————————

— 55 min
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Beklenen Deger: Duzgun Dagilim

Olasilik

Ortalama = 0.5
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Beklenen Deger: Duzgun Dagilim

Olasilik
A

a+b
2

Ortalama =
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Beklenen Deger

N Beklenen deger mavi olasilik yogunluk
Olasilik fonksiyonun agirlikli ortalamasidir

Zaman
Ortalama
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Beklenen Deger: Yaygin Bilinen Yanlis

Olasilik 4 Ortalamanin verilerin ikiye
bolundugu yer olarak disinmek
yanlgtir

Not the mean Aslinda bu nokta medyandir
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Beklenen Deger: Yaygin Bilinen Yanlis

Olasilik

fazla kutle fazla yayilim

/

Mean
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Beklenen Deger: Yaygin Bilinen Yanlis

fazla kutle fazla yayilim
A

Balance
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Beklenen Deger

* E[X]

Mean (Ortalama) / Balancing point (Denge noktasi)

Defined for discrete and continuous random variables

(Aynk ve Surekli r.d. i¢cin tanimlanir)

Weighted average of the PMF / PDF

(PMF veya PDF’nin agirlikli ortalamasidir)
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Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al
Diger merkezi egilim
Olculeri




Median: Motivasyon

e 1980'lerde Kuzey Carolina Universitesi'ndeki bir cografya
mezununun baslangic maasi 250.000 dolard..
e Ulkenin geri kalaninda bir cografya mezununun baslangic maasi
22.000 dolardu.
e Neden?
1. Program gercekten c¢ok iyiydi (Hayr)
2. Universitenin harika baglantilari vardi (Hayir)
3. Bir 6grenci ¢ok para kazandi (Michael Jordan)

Michael Jordan
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Aykiri Deger

Graduates ,
(mezun)

>

Salary
(maas)
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Aykiri Deger

Ortalamanin neden aldatici bilgi verdigine dair bir ornek
Graduates

Salary
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A k D 4 Bu durumda ortalama artik 6grencinin aylik maasini
y Tl eger gostermiyor. Aykiri bir deger olayi ¢arptirdi.

Bunu farkli bir metrikle duzeltebiliriz.

Salary

@ DeeplLearning.Al

Graduates




Outliers

Graduates ,

&S

>
Salary
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Outliers

Graduates ,

Salary
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Outliers

Graduates ,

%S

— >
Saldly
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Outliers

G CGraduates

%S

—
Salary
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Median

Burda onemli olan sadece konum aykiri degerlerin buyukligu etkilemiyor

artik. Ortadaki numaray! segiyoruz

—
Median Salary
llllllllllglllllllllll

@ DeeplLearning.Al

Graduates ,




Median

Cift sayida eleman varsa

Median

BERYCEDLERE
4

Ortadaki ikinin
ortalamasi
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Mod: Medyan diginda bir dagilimin
MOde merkezini tanimlamanin bir diger yoludur.

/ Mode

Ortalama

Mod kabaca bir dagilimda
en yuksek olasiliga sahip
oldugu degerdir.

Zaman
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Mode

Probability 4
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Mode

/ Mode
Probability 4

Time
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Mode: Coklu Dagilim

Mode Mode Mode
Probability A / / /

Time

Mean, Median ve Mod hepsi dagilimin merkezini bulmada bize yardim ediyor
@ DeeplLearning.Al



Bes paranin atilma deneyi (head = 0.5). Ortalama = 2.5 (80/32), Median = (2+3)/2=2.5. Mod =2 ve 3

Mean, Median ve Mode: Binom Dagilimi

n=>5
p=0.5

1/32

10/32

— Mean, median

10/32 Two modes

1/32
L

# heads: 0 1 2 z 3 4 5



Mean, Median ve Mode: Binom Dagilim

0.02835

4 5

Mean=1.5
n=>5 e
p=0.3 : Median =1
0.36015 ' Mode =1
0.16807 i 0.1323

0
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Mean, Median and Mode: Normal Dagilim

Mean, median, mode
i

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0



Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al

Fonksiyonun Beklenen Degeri




Fonksiyonun Beklenen Degeri
Olasilik

X3, p(X3)
X1, P(X1)

I X2, p(%2)

E[X] = X1P(X1) +X2 p(X2) +X3P(X3) +X4 P(X4)

X4, p(X4)

E[g(X)] = P(X1)+ P(X2)+ P(X3)+0 (4 )P(Xa)
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

Olasik:  1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

O O
<=} [ ] (=]
e S, 0 °
b{sa" o 0 o
0% |l e 0
ao

Karesi:
Bir zar atarsin ve arkadasin Bu oyun icin 6denecek
sana attiginin karesini verir adil fiyat nedir?
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

Olasilik
A

1/6
| I | 1
1 4
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

1+4+9+16+ 25+ 36 91
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

1+4+9+16+25+36 91 12 22 32 42 52 g2
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Dogrusal Fonksiyonun Beklenen Degeri

Olasik:  1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Zar: 1 2 3 4 5 6
POOBE
Iki kati: 2 4 6 8 10 12

Kazang 2-5 4-5 6-5 8-510-5 12-5
Oyuna girmek icin
Oyun degisti, arkadasin sana attiginin iki katini verir. 5 dolar veriyorsunuz
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Dogrusal Fonksiyonun Beklenen Degeri

Olasik:  1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

O 5
(=) o © ©
° g
Qaa" 8 O o

| 00 CEY)
!30 Q 0

ki kat: 8 10 12

Kazancg -3 -2 -1 0 1 2
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

Olasilik
A

B I :
-2 -1

-3
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

-3+-2+-1 -3
+ + +O+1+2=_=_0.5
6 6

-3 -2 -1 1 2
[ H | u |

Y S
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

(2-1-5)+(2-2-5)+(2:3-5)+(2-4-5)+(2-5-5)+(2-6-5 — ___ — _ 05
6 6
-3 -2 -1 0 1 2
u | [ | | u |

Y
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

2-D)+2-2)+2-3)+(2-4)+(2:-5+(2:-6)

6 6
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Fonksiyonun Beklenen Degeri

2D+ (2-2)+2-3)+ @29+ (2-5+ (2 6) -3

6 6
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Beklenen deger dogrusal bir operatordur.

Fonksiyonun Beklenen Degeri

. N N 2(1+2+3+4+5+61 __3__
E[2- X+ (-5)] = - | = 0.5
\IE[X] = 2 E[X] + (-5)
-3 -2 -1 0 1 2
u u L u u u
*
In general: 5 EJaX] = aE[X]

E[aX + b] = aE[X] + b T E[b] = b

@ DeeplLearning.Al




Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al

Beklenen Degerlerin Toplami




Beklenen Degerlerin Toplami

Oyun su sekilde:
Yaz - tura. Eger tura gelirse 1$ kazanirsiniz, aksi takdirde hicbir sey kazanamazsiniz.
Daha sonra bir zar atin. Attiginiz miktar kadar kazanirsiniz.

© Kazanc $1 Kazang $1
SOPBEE
© H|Qb|r§ey 0 0’ oo qr

Kazanilacak miktarin beklenen degeri nedir?

@ DeeplLearning.Al




Beklenen Degerlerin Toplami

$1 $2 $3 $4 $5 6
o
TR E

E [Xcoin] = $0.5 E [Xdice] = $3.5

Win

E[X] = E [Xcoin] + [E [Xdice] = $0.5+ $3.5 = $4

Ingeneral: E [X; + Xz] = E[X{]+ E[X;]
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Beklenen Degerlerin Toplami

8 milyar insan

TUm dinyada insanlara karsilik gelen isimler var. 8 milyar insan olduguna gdre ¢antada 8 milyar isim var. Bunlann benzersiz oldugunu dustnelim.
Her kigUk isim kagit parcasi diinyayi dolastirilarak birine veriliyor. Diinya dolagilacak ve bu gantadan secilen bir kagit birine verilecek. Bu sekilde
tim kagitlar tim insanlara dagitilacak. Beklenen dogru atama sayisi? Beklenen kendi ismini alacak insan saysi nedir?
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Beklenen Degerlerin Toplami

Beklenen dogru
atama sayisi 1 dir

8 milyar insan

@ DeeplLearning.Al



Beklenen Degerlerin Toplami

Cantada 3 isim ve disarda 3 kisi var. Isimleri ticline vermeye calisacagiz.
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Beklenen Degerlerin Toplam “

Turunculuya Beto verildi aslinda adi Cameron’du I

@ DeeplLearning.Al



Beklenen Degerlerin Toplami

v

Aisha ya Aisha gitsin
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Beklenen Degerlerin Toplami

v
X

1 dogru 2 hata

Betoya da Cameron gitti hata. 1 dogru 2 hata
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Beklenen Degerlerin
Toplami

Oyunu bir cok kez oynayalim 0
3 isim 3 kisiye 6 farkli yolla verilebilir. 6 dogru oldugundan ortalama 6/6 = 1 dir. 1 -




Bunu 8 milyar i¢in yapabiliriz ama hesaplamasi oldukg¢a zor. Ancak farkli bir sey deneyelim, beklentilerin toplamini kullancagiz.

Beklenen Degerlerin
Toplami :

Dogru

"3 SR eeo | cameron

1| [ASRE cameon [TBeo

o | 1 [ e | [ASRTE  camen

o | e cameron |[NASHIN

0 | cameron [NASHANN [ Beo

Oyunu bir gok kez oynayalim 1 ---
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Beklenen Degerlerln Toplaml
1/3

[E[Matches] = +E[B] +E[C
1/3 +1/3 +1/3
1

Eslesme sayisini sayan rastgele bir degisken kullanalim. Ortalama
A Aisha igin beklenen dogru atama sayisini gostersin. 1
Aisha’ya olasi Ug¢ isim verilebilecegi igin her isim ona 1/3 olasilikla verilir.

Bu oyun her oynandiginda dogru eslestirme 1/3 olasilikla yapiliyor.
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Beklenen Degerlerin Toplami

l Beklenen Deger = ? ‘

8 milyar insan
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Beklenen Degerlerin
Toplami

n people (n = 8 billion)

' 1 1 1
E [Matches] = E [Xperson,] + E [Xperson,] + - + E[Xperson] = F+ 7+ +—
In general: ) 1 1
E[Xi+ Xo + o+ Xo] = E[Xa] + E[Xg] + - + E[Xo] - T
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Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al

Varyans

Beklenen degder bize bir ¢ok bilgi verir ama eksiktir. Bize tum hikayeyi anlatmaz.

Ornegin iki dagilim ayi beklenen degeri verebilir ancak bunlardan biri dar digeri genis olabilir




Varyans Motivasyon:

Arkadasinizla bir oyun oynuyorsunuz

© 1 dolar kazaniyorsun
© 1 dolar kaybediyorsun

Bu oyunu oynamak icin 6denmesi gereken mantikli para miktari nedir?
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Varyans Motivasyon:

Arkadasinizla bir oyun oynuyorsunuz Oyun maliyeti:

© 1 dolar kazaniyorsun
© 1 dolar kaybediyorsun

Bu oyunu oynamak icin 6denmesi gereken mantikli para miktari nedir?

Bu oyunun beklenen degeri O dolardir. Yani mantikli bir oyun degildir. Tekrar tekrar oynarsaniz kazanma miktariniz O dolardir.

@ DeeplLearning.Al




Varyans Motivasyon:

Arkadasinizla bir oyun oynuyorsunuz

© 100 dolar kazaniyorsun
© 100 dolar kaybediyorsun

Bu oyunu oynamak icin 6denmesi gereken mantikli para miktari nedir?
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Varyans Motivasyon:

Arkadaginizla bir oyun oynuyorsunuz

© 100 dolar kazaniyo Bu oyunun da beklenen degeri 0 dolardir.
Her ikiside ayni degere sahipse fark nedir burda?

Ayni beklenen degere sahip olsalarda aralarinda
cok buyuk farkhlik vardir.

Bu ovunu ovnamak icin ddenmesi gereken mantikli para miktari nedir?

Sonuglardaki yayilimin farkini 6lgmenin bir yolunu arryorsaniz bu beklenen deger degildir. Varyanstir.

Beklenen deger burda farki gosteremez. Her ikisinde de O dolar ¢lnku.
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Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

Olasilik

ﬁ

1/2 -
1 B :

Her iki oyunuda cizelim.
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Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

X1 = 1. oyunda kazanilan para miktari

-$1 $1

E[Xl] =0
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Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

X, = 2. oyunda kazanilan para miktari

-$100 $100

E[Xz] =0
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Dagilimdaki bu farki 6lgmenin yolu varyans hesaplamaktir.

Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

ayilim

-$100 $100

l b[]zijk xaxlllm I
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Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

Yayilim beklenen degerden ne kadar

Deviation 1 uzakta olduguyla alakalidir.

X - E[X] S$1.0-0 120

Yayilim kiigikse noktalar (1 ve -1 dolar)
beklenen degere yakindir.

Expected
viati

_ 1.Sapma: her nokta ile beklenen deger
]E [Xl] - O arasindaki farktir. x - E(X)

2. Sapmanin Ortalamasi: -1+1/2 den sifir ¢ikti
bu érnekte. 0 gikmasi garip bu verilerde
$1 OO hi¢ bir degisiklik olmadigi anlamina geliyor.
Ortalama sapmanin her zaman sifir oldugu
ortaya ¢iktl. Bu nedenle ortalama sapma
iyi bir degerlendirme degildir.

2 -$100 -100- 0 100- 0

3. Absolute Sapma (mutlak sapma):
]E X — O Bazi negatifler ortadan kaldirilir.
21 — Buda yanliliga sebep oldugundan

mantikh degil.
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Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

Deviation

x - E[X] -$ $1
Squared
deviation E[Xl] =0
(x - E[X])?
-$100 (100 - 0) (100 - 0)? $100
Expected
squared
deviation
E[(X- E[X])?] E[X;]=0
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Kare sapmalarin ortalamasi olduguna dikkat edin. Artik ortalama sapmay! degil, ortalama kare sapmay! olglyoruz.

Varyans Motivasyon: Yayilimin Olciilmesi

Varyans bir veri kimesinin yayilmasinin olgusunu verir.

Deviation
X~ E[X] i 3 (-1- 0)2+ (1L- 0)2
2
Squared . :
deviation E[X{] = 0 Variance: 1
(x - E[X])?
_$1 OO (_100 o 0)2 (100 o 0)2 $1 OO (_100 - 0)2 +(1OO B 0)2
Expected 2
squared
deviation . ]
E[(X- E[X])] E[X,] = 0 Variance: 10,000
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Varyans Formul
Variance = E |(X — E[X])?]
Var(X) = E [(X — E[X])?]

1. X'in ortalamasini bul (beklenen deger, E[X])
2. X'In her degeri icin bu ortalamadan sapmayi bulun

3. Bu sapmalarin karesini alin
4. Bu karesel sapmalarin ortalamasini alin (beklenen deger, E[X])

“Ortalama Kare Sapma”

@ DeeplLearning.Al



Varyans Motivasyon : Ortalama ile Merkezleme

Oyun 1 Oyun 2

© 2 dolar kazanma © 3 dolar kazanma
© 2 dolar kaybetme © 1 dolar kaybetme

' ( o Farkli ortal hip iki
Hangi oyun daha yuksek varyansa sahiptir? arkli ortalamaya sahip iki oyun

. ] e Her ikiside ayni yayilima sahip oldugundan
Ipucu. Yaylllml dU§Unun Varyans|ar ayn|d|r
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Varyans Motivasyon : Ortalama ile Merkezleme

Game 1 Game 2

© You win 2 dollars © You win 3 dollars
© You lose 2 dollars © You lose 1 dollar

Ikiside ayni varyansa sahiptir
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Varyans Motivasyon : Ortalama ile Merkezleme

Game 1
@ You win 2 dollars

@ You lose 2 dollars

MMP%~@@+%Q:0

Game 2
© You win 3 dollars

1 1
E[X,]= —-(-1)+_--3 =1
@ You lose 1 dollar 2] 2 ( )+2

Beklenen degerleri farkli
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Varyans Motivasyon : Ortalama ile Merkezleme

Game 1
@ You win 2 dollars

1 1
E[X,1=0 —(-2-0)*+=(2-0)’=4
@ You lose 2 dollars 2 2

Farkli kazan¢ ama ayni yayilim
Game 2

© You win 3 dollars

_ VI P
@ You lose 1 dollar ElX] =1 5(—1—1) +5(3—1) =4

Beklenen degerler farkli ancak varyanslar ayni
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Varyans Formul

Var(X) =

_[(X —

_[XZ] -

[ X1)7]
_[X]Z




Varyans Formul

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? - 2E[X]X + E[X]?]
E[constant - X] = constant - E[X]

E[X + Y] = EfX]+E[Y] =EX3- [E[2 E[X] is a constant

[E[constant] = constant
= E[X?] - 2E[X] E[X] + IE[X]2

= E[X?] - 2E[X]? + E[X]?

= E[X?] - E[X]?
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Varyansin Ozellikleri Oyunu oynamak 5 dolar

Olasik: 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

@ < B
@ [ ] OQO
° es° °
haYa" o Q)0

09 o o
eso oo

2 katl kazanma: $2

Net Kar: -$3 %1 $1 $3 5 $7
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Varyansin Ozellikleri Var(aX + b) = a*Var(X)

Zar atma rastgele degiskendir: X

1/6__
Gttt i,
0 $5

-$5 $

Net kar rastgele degiskendir Y Y =2X-135

Var(Y) = Var(2X - 5) = 4Var(X) 16

el

-$5 $0 $5
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Varyansin Ozellikleri Var(aX  b)|= a?Var(X)

yayillimi degistirmez
Varyans: “Ortalama Kare Sapma”

Zar atma rastgele degiskendir: X

E[X] = 3.5
5 25
16| I i
| ] ] ] ] ] ] I I I I I I ]
T T T T T
-$5 $0 $5
X de en buyik sapma 2.5 iken Y de en blytk sapma 5 tir. Tim sapmalar 2 katina ¢ikti. 0.5 -> 1 ve 2.5->5
Net kar rastgele degiskendir: Y = 2X-5 E[Y]= 2
= - = 1 5
Var(Y) = Var(2X - 5) = 4Var (X) ve| - :
S e B
<+ | | | >
-$5 $0 $5
Varyans ortalama kare sapma oldugundan ortalama 2 kat bliyukse, varyansin 4 kat blyik olmasi mantikhdir.

@ DeeplLearning.Al



Dagilimin Tanimlari

DeeplLearning.Al
eSS Standart Sapma

Varyans rastlanti degiskeninin karesini aliyor yani ayak 6l¢uninizin metre cinsinden karesi mesela.
Bu pek uygun degil. Varyansin birimlerle alakal sikintisi var.

Varyans metre kare veya ayak kare cinsinden dlgulir. Bu pek yararli degil. Ne yapacagiz.
Karekokunu alacagiz. Buna standart sapma diyoruz.

Dolayisiyla standart sapma dagilimi ayni birimlerini kullanarak dagilimin yayilimini
olgmenin kullanigh bir yoludur.



Standart Sapma

s - 71 =(E00) - B

X metre cinsinden ol¢uldr.

Sonra [E[X] metre cinsinden hesaplanir

Sonra Var(X) metere®cinsinden hesaplanir

Sonra \/Var(X) metre cinsinden hesaplanir
std(X) =vVar(X), standart sapma

Probability
A

meters

E(X) 6rnegin bize 6lgtigimiz insanlarin boylarinin ortalamasini
soyler. Yani élgtigiimiz degiskenle ayni birimde.

Ancak varyans m2 cinsindendir. Yani X in varyansi metre kare
cinsinden olguldr.

Standart sapma X in varyansinin karekdkidur.
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Normal Dagilim: 68 - 95 - 99.7 Kural

Parametreler:
® 12 dagihm merkezi
¢ 5 : dagilimin yayilimi

- X~ N(y,0%)

1 _1G-p?

e i go
\/ 2:o

fx(x) =

H=0 U u+o
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Normal Dagilim: 68 - 95 - 99.7 Kural

Parametreler:
® 12 dagihm merkezi
¢ 5 : dagilimin yayilimi

1 _1G-p?

(x) = T
Jx(x \/Zme
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Normal Dagilim: 68 - 95 - 99.7 Kural

Parametreler:
® 12 dagihm merkezi
¢ 5 : dagilimin yayilimi

1 _1 @—p)?

(x) = T
Jx(x \/Zme
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Normal Dagilim: 68 - 95 - 99.7 Kural

Parametreler: /O
® 12 dagihm merkezi
¢ 5 : dagilimin yayilimi

| ) 68.2%
2

2
\/2— € 13.5% 13.5%
o 2.35% 2.35%

0.15% 0.15%

fx(x) =

Uu-30 M-20 H—-O M U+ O u+20 M+ 30
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Ozet
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5.1. Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri

Degiskenin ortalamasi beklenen deger olarak da ifade edilir ve anakiitlenin ista-
tistiksel dl¢iisiidiir. Rastgele bir degiskenin ortalamast ¢ ya da E(x) ile gosterilir
ve bu degiskenlerin gosterdikleri dagilimlar olasilik fonksiyonu ile temsil edil-
diginden bu fonksiyonun beklenen degeri bu dagilimin da ortalamasidir. Bir
rastgele degiskenin beklenen degeri, kesikli degisken ise toplam, stirekli degis-
ken ise integral alinarak bulunur. Bu baslik altinda bir rastgele degiskenin kesik-
li olasihk fonksiyonu ve siirekli olasilik yogunluk fonksiyonu igin beklenen
degerlerinin bulunusu gosterilecektir.

5.1.1. Kesikli Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri

Kesikli rastgele degiskeninin ortalamasi, iizerinde durulan bir olayin (deneyin)
birden fazla kez tekrarlanmasi durumunda ortaya ¢ikacak sonuglarin ortalama
degeridir. X kesikli rastgele degiskeni S 6rnek uzaymnda tanimli olmak tizere, x
degisken degerlerinin kendilerine karsilik gelen olasiliklarla ¢arpilip toplanma-
sina kesikli rastgele degiskenin beklenen degeri denir ve asagida verildigi bi-
¢imde bulunur.
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X=x | X1 X2 .. XN

P(X=xX) | P(x1) P(x2) ... P(x)

N
e = B0 = ) xiP(x) = 1P(6y) + %P (1) + -+ + Xy P ()

i=1

@ DeeplLearning.Al



Ornek 5.1.  Son bir ayda bir fabrikada iiretim esnasinda rastgele se¢ilen iiriin-
ler arasindan triiniin kusurlu gelme sayis1 X kesikli rastgele de-
giskeninin olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

X=x | 1 2 3 4
P(X=x) ' 0.35 0.30 0.20 0.15

a. P(X<4) olasiligin1 bulunuz?

b. Kusurlu sayisi olan X’in beklenen degerini bulunuz?

Coziim:
a. POX<4)=0.35+0.30+0.20 = 0.85
n=4
E(X) = z 1(0.35) + 2(0.30) + 3(0.20) + 4(0.15) = 2.15
i=1
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Ornek 5.2. Bir madeni paranin ii¢ kez atilmasi deneyinde, X paranin yazi
gelmesini gostermek {izere,

a. Olasilik fonksiyonunu bulunuz?
b. X rastgele degiskeninin beklenen degerini bulunuz?
Coziim:

a. Ornek uzay1 k =2 ve n = 3 ise X" = 2° = 8 bulunur ve S = {YYY, YYT,
YTY,YTT, TTY, TYT, TYY, TTT} olur.

Bu deney i¢in 6rnek uzayr ve karsilik gelen olasiliklar asagidaki tabloda goste-
rilmistir.
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Ornekler Yazilarin sayisi Olasilik
YYY 3 1/8
i gl 2 1/8
YTY 2 1/8
TYY 2 1/8
YTT 1 1/8
TTY ! 1/8
YT | 1/8
TTT 0 1/8

Buna gore olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

X=x | 0 1 2 3
P(X=x) ’ 1/8 3/8 3/8 1/8

b. E) =3130(3)+1(3)+2(3)+3(3) =F =150
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Ornek 5.3.  Yeni bir hastaliga karsi ilag ireten bir firma; bu ilaca yiiksek talep
olursa 0.30 olasilikla yilda 3.8 milyon $ kar, normal talep olursa
0.55 olasilikla 1.5 milyon $§ kér ve ¢ok diisiik talep olursa 0.15
olasilikla yilda 2.6 milyon $ zarar edeceklerini hesaplamistir. Bu-
na gore,

a. x yillik kar1 géstermek tizere, x’in olasilik fonksiyonunu bulunuz? X r.d’i kari gostersin
b. x’in beklenen degerini bulunuz?

Coziim:

a.

S ‘ 38 15 ~26
P(X=x) ‘ 0.30 0.55 0.15

b. E(X)=3.8(0.30) + 1.5(0.55) — 2.6(0.15) = 1.575
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5.1.3. Beklenen Degerin Ozellikleri

Verilen ozellikler X ve Y iki rastgele degisken olmak tizere bu degiskenlerin
X+Y, X.Y ya da X/Y gibi fonksiyonlarinin beklenen degerlerinin hesaplanmasini
sadelestirecektir. Sonuglar kesikli ya da siirekli rastgele degiskenlerin her ikisi
icinde gegerlidir. Burada ispatlar verilmeden, ozellikler sadece kesikli rastgele

degisken icin verilecektir.

a ve b sabit bir say1 olmak tizere;

I. Sabit sayilarin beklenen degeri kendisine esittir. £(a)=a
2. E(aX+b)=aEX)+b

3. E(aX)=aLE(X)
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5.1.4. Y = U(X) Biciminde Verilen Fonksiyonun Beklenen Degeri

Y = U(X) bi¢giminde verilen bir fonksiyon X degiskeninin bir fonksiyonu olarak
tantmlanir. Bu X degiskeni Y’de tanimli olup buradan Y i¢in beklenen deger
hesaplanir. Bu beklenen degerin hesaplanabilmesi X degiskeninin kesikli ve
stirekli degisken olmasina gore asagida verildigi bicimde bulunur.

X kesikli rastgele degiskent;

n

E() = EUO] = ) uP@)

X

X stirekli rastgele degiskent;

(00]

j u(x)f(x)dx bulunur.

—00
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Ornek 5.4.  iki zar atildiginda iiste gelen noktalarin toplaminin asal say1 oldu-
gunu gosteren X rastgele degiskeninin,

a. Olasilik ve dagilim fonksiyonunu bulunuz?
b. P(X<4) ve P(4<X<8) olasiliklarini bulunuz?
c. E(3X—4) beklenen degerini bulunuz?

Coziim:

a.

Ornek uzay, S = {(1,1)(1,2)(1,4)(1,6)(2,1)(2,3)(2,5)(3,2)(3,4)(4,1)(4,3)(5,2)(5,6)(6,1)(6,5)}
Olasilik fonksiyonu asagidaki bigimde olusturulur:

X=x | ) 3 5 7 11
P(X = X) \ 1/15 2/15 4/15 6/15 2/15

Olasilik dagilimi fonksiyonu asagida verilen iki farkl bigimde olugturulabilir:

X=x ] x<2 2¢x<3 3¢x<5 5¢x<7 7sx<11 11 < x

F(x) I 0 1/15 3/15 7/15 13/15 1
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b. Olasilik fonksiyonu kullanilarak olasiliklar bulunabilir.
P(X <4)=3/15yada F(4) =3/15
P(4 < X < 8) = P(X=5) + P(X=T) = (4/15) + (6/15) = 10/15
c. E(X) =X %P(x)

=2(2)+3(2)+s5(2)+7(3)+11(5) =2

E(3X—4)=3E(X)—4=3(1_5)_4=§
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Ornek 5.7. Internet {izerinden satig yapan bir firma, 4/5 olasilikla iiriinler
zamaninda ve 1/5 olasilikla tirtinler alictya zamaninda ulagmadi-
gin1 belirlemistir. Uriinden elde edilen kari gosteren X rastgele
degiskeni i¢in {rtin alictya zamaninda ulasirsa 24 kazaniyor, za-
maninda ulasmazsa 3% kaybediyor.

a. X’in olasilik fonksiyonunu ve beklenen degeri £(X)’1 bulunuz?

b. Y = X*+2 olarak tanimlanmis ise £(X)’i bulunuz?
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Coziim:
a. X in olasilik fonksiyonu asagida verilen iki farkli sekilde olugturulabilir.

(1
gk =3 Xx | -3 )

yada PX=x) | 1/5 4/5

P(x) = J

v & U1

Ea—F
\ 0,d.d

1 4
B0 =-3(5) +2(3) =1
b. Y = U(X) = X*+2 olarak tanimlandigina gére,
E(Y) = E(X2 + 2) = Z(x2 + 2)p(x)
4 —
=
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5.3.1. Kesikli Bir Rastgele Degiskenin Varyansi

X kesikli rastgele degiskenin olasilik fonksiyonun yayilmasina kesikli rastgele

degiskenin varyanst denir ve P(X) olasilik fonksiyonu olmak {izere asagida ve-
rildigi bigimde bulunur.

62 = Var{X) = Z(x — W)?P(x) = Z X2 P(x) — = Z x> p(x) — [2 xp(x)r

X X X
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Ornek 5.17. Bir firma 100 iirtinliik sevkiyatta kusurlu sayisin1 gosteren X rast-
gele degiskeninin olasilik fonksiyonu asagida verilmigtir.

Kusurlu sayisi (X)) | 0 1 2 3 4
P(x) CE 0.2 0.4 0.2 0.1

X’in varyansi Var(X)’1 bulunuz?
Coziim: e =E(X) = Y\ _ xP(x)
= 0(0.1) + 1(0.2) + 2(0.4) + 3(0.2) + 4(0.1) = 2
E(X?) = Y~_ x2P(x)
= 02(0.1) + 12(0.2) + 22(0.4) + 32(0.2) + 4%(0.1) = 5.2
Var(X) = E(X?) - [E(X)]? =5.2—-(2)2 =1.2
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Ornek 5.18. Bir cagri merkezine bir saatte gelen telefonlarin sayisini gosteren
X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu asagida verilmistir.

P(x)_{m B 128 012
0 .,dd
X’in varyansi Var(X)’1 bulunuz?

Coziim: g’ =Var(X) = E(X?) — [E(X)]2

650
E(X) = T2, xP(x) = T2, x x'lem 2"1%=
1 6084
E(Xz)—zx 1x2P(x)—Zx 1x2 X—Zx 1130 T 130 P R

o2 =Var(X) = 46.8 — (5)2 = 21.8
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1. Bir fabrikada iiretilen ampullerin %5° kusurlu ve %95’i kusursuz oldugu
bilinmektedir. Fabrika sahibi kusurlu bir maldan 5 TL kaybeder, kusursuz
bir maldan 10 TL kazanmaktadir. X rastgele degiskeni malin net karini (%)
gostermek iizere fabrika sahibinin beklenen kazanci nedir?

Céziim: E(X) = —5(0.05) + 10(0.95) = 9.25
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2. Bir iiretimde kusurlu sayilarini gosteren X rastgele degiskeninin olasilik
fonksiyonu asagida verilmigtir.

1
f) =177 — 00X = 3456
0 ,d.d

Xin beklenen degerini bulunuz?
Coziim: X’in olasilik fonksiyonu,

X=x \ 3 4 5 6
P(X = X) | 4/10 3/10 2/10 1/10

6

EX—Z P) =3t b 4 5t 6 = 4
(X)= ) aP)=3m¥agg g toep=

x=3
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4. Bir galeri bir haftada satacagi araba sayisini gosteren X rastgele degiskeninin
olasilik dagilimi asagida verilmistir.

X=x | 1 2 3
P(X=X) | 1/4 12 1/4

a. E(X%) degerini,
b. E(X* + X) degerinin bulunuz?
Coziim:

a. E(X) =33_,x2P(X) = 1.% +2.2+ 3.% =2

b. E(X? + X) = ¥3_,(x% + x). P(X) =0.§+ 6.§+ 12.% =6
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5. Bir ingaat firmasi aldig tirtinlerin fiyatini gésteren X rastgele degiskeni i¢in
sirasiyla -2$ zarar, 4§ kar, 8% kar etmistir. Firmanin bu triinlerden kazang
olasiliklar: sirasiyla 1/6, 1/2 ve 1/3 olduguna gore beklenen kazanci ve var-

yansi bulunuz?
Coziim: E(X)="2()+4()+8() 2_66

E(X?) = (- 2)2 +(4)2 +(8)2 30

26
Var(X) = E(X?) — [E(X)]? = 30 — (?) =30 —18.78 = 11.22
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5.1.2. Siirekli Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri

X siirekli rastgele degiskeni S 6rnek uzayinda tanimli olmak {izere, x degisken
degerlerinin kendilerine karsilik gelen f{x) olasilik yogunluk fonksiyonuyla
carpiminin integrali siirekli rastgele degiskenin beklenen degeri denir ve asagi-
da verildigi bigimde bulunur.

(00}

ECX) = fxf(x)dx

— 00
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Ornek 5.5. Bir ucagin yakit miktarini (yiizde) gosteren X siirekli rastgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

2%, 0<x<1

) = 0 .d.d

a. Yakit miktarini gosteren X”in beklenen degeri £(X)’1 bulunuz?

b. E(2X73) beklenen degerini bulunuz?
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Coziim:

31

a. E(X) = fjooo xf(x)dx = fol x.(2x)dx = 3—;‘— ; =§
4

b. E (%) = f_oooo xf (x)dx = folz—x(ZX)dx = -

3 9
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Ornek 5.6. Bir iilkede yillik 6liimlii trafik kaza oranini gosteren X rastgele
degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

x,0<x<1
fF) ={-1-x),1<x<2
0, d.d

Trafik kaza orani olan X”in beklenen degeri £(X)’1 bulunuz?
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Coziim: E(X)= foz xf e)dx = folx (x)dx — flz x(1—x)dx

2
[

2 3

1
x3

3

X X

- (= —-=
. 2 3
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Ornek 5.8.  Bir isletmenin yillik kar1 X, olasilik yogunluk fonksiyonu asagida
verilmistir.
1
fOx) = 5(4—x),0$xs4
0 ,d.d

a. Bu isletmenin ortalama kar1 £(X)’1 bulunuz?

b. Y = X+1 olarak tanimlanmis ise £(X)’1 bulunuz?
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Coziim:
a. EQO) =[x [% (4 — x)] dx =3 [(4x — x?) =3 (10.67) = 1.333

b. Y = U(X) = X-1 olarak tanimlandigina gore,

E(Y) = E(X —1) = f(x— 1 [%(4—@] e
0

4
— %f(x —1)(4 — x)dx = 0.334
0
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5.3.2. Siirekli Bir Rastgele Degiskenin Varyansi

X siirekli rastgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonun yayilmasina siirekli
rastgele degiskenin varyansi: denir ve f{X) olasilik fonksiyonu olmak {izere aga-
gida verildigi bi¢imde bulunur.

o2 = Var(X) = j(x —w)? f(x)dx = [ f xzf(x)dx] —u? =EX?) — [E(X)]?
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Ornek 5.19. Bir fiizenin menzilini gosteren X rastgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu asagida verilmistir.

1
_ “-x—1),1<x<3
d {2 0 ,d.d

Xin varyansi Var(X)’i bulunuz?
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Coziim: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
B = j13 xf(x)dx = flsx%(x — 1)dx = ff%(xz — x)dx

3 13
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Ornek 5.20. Bir fabrikada elektrik arizasinin tespit etme siiresini gosteren X rast-
gele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida verilmigtir.

x>, 0<x<1
f@)=13,1<x<2
0,d.d

X’in varyansi Var(X)’1 bulunuz?

@ DeeplLearning.Al



Coziim: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
EQO) = [ xf(x)dx = [, x(x)dx + [ x(S)dx

5 =175
4

o B 22 _

= [, ¥%dx + [ Sxdx =
1 2 2

E(X?) = [} x?f(x)dx = [J x?(x®)dx + [ x?(S)dx

o Tl BB e TR o

= [, x*dx + [ Sx?dx = - =1.756

Var(X) = 1.756 — (1.25)% = 0.194
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