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6.1 GIRIS

Bu boliime kadar tek degiskenli olasilik dagilimlar: incelendi. Oysa pratikte
birgok problemde degisken sayis1 birden fazla olabilir. Bu durumda kullanilan
olasilik dagilimlar1 farklilik gosterecektir. Degiskenlerin kesikli veya siirekli
olmasi da bu farklilig1 olusturmada 6nemlidir.

Bu boliimde iki rastgele degisken ele alinacak ve bu degiskenlerin her
ikisinin de kesikli veya her ikisinin de siirekli olmas1 durumu incelenecektir.

6.2 KESIKLi RASTGELE DEGISKENLER

6.2.1 Ortak Olasilik Fonksiyonu

Tanmm: X ve Y aym Ornek uzayda tamimlanmis kesikli rastgele
degiskenler olsun. X ve Y’ nin her gercel degeri i¢in P(x, y) ile tanimlanan

PE=x Y=y =PxY)

fonksiyonuna X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu denir.
Bu fonksiyonun ortak olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in;

1) P(x;, yj) > 0 ; her gergel x; ve y; igin

2) 33 P(x;,yj) =1

i=1 j=1

olmalidir.




ORNEK 6.1:

Bir karayolunda meydana gelen trafik kazalari ile ilgili ¢alismada X
rastgele degiskeni, kaza sonucu kisinin saglik durumunu; Y rastgele degiskeni
ise kisinin emniyet kemeri takip takmadigini gostersin.

0 ola
0 emniyet kemerini takmamig
X =41 vyarah = } o
5 1 emniyet kemerini takmis
2 saglam

Tablo 6.1: Veri Tablosu

Emniyet kemeri
= Takmamis Takmis Toplam
g Olii 230 45 275
= | Yaral 340 120 460
3
“1 | Saglam 1015 850 1865
Toplam 1585 1015 2600

Verilen bu tabloya gére X ve Y rastgele degiskenleri i¢in ortak olasilik
fonksiyonunu bulunuz.




COzZUM 6.1:

230

P(X=0, Y=0)=——=0,088 X

\ )= 2600 g% J® 1 2

P(X=0, Y=1)= .. 0,0173 0 | 0,0880 0,1308 0,3904
S 1 |0,0173 0,0462 0,3269

P(X=1, Y=0)=—2) _0,1308
2600

oldugundan bu fonksiyonun bir ortak olasilik fonksiyonu oldugu sdylenebilir.

120

P(X=1, Y=1)=——=0,0462 e

( ) 2600 Clinki
1015

Ll A 2600 G > D P(x;,y;)=[0,088+0,0173+.....+0,3269] =1'dir.
850 e

P(X=2, Y=1)=——=0,3269
2600




ORNEK 6.2:

Birbirinden bagimsiz iki test arka arkaya yapiliyor. Testlerin herbirinin iki
miimkiin sonucu var: b (basarili) ve r (basarisiz). Testin basarili olma olasilig
0,9 olup X basaril1 testlerin sayisini, Y ise ilk basarisizliktan 6nceki basarili
testlerin sayisim1 gostermektedir. Bir aga¢ diyagrami ¢izerek X ve Y nin ortak

olasilik fonksiyonunu bulunuz.




¢0Oz0m 6.2:

X Y r
p o bb 2 2 0,81 X=2,y=2
0,9
j 0,09 x=1,y=1
- 0,1>~r obr b P(x,y)=40,09 x=1y=0
09 ~b o1 1 0 0,01 x={y =1
Bl 0 diger durumlarda
0,1 ~r orIr 0 0

Olasiliklar toplaminin 1 oldugu goriilmektedir.

Omek uzay S={bb, br, rb, rr} dir. Aga¢ diyagramindan P(bb)=0,81,
P(br) =0,09, P (rb) =0,09 ve P(1r) = 0,01 oldugu agiktir.




6.2.2 Marjinal Olasilik Fonksiyonlari

Tammm: X ve Y ayni 6rnek uzayda tanimli kesikli rastgele degiskenler
olsun. Ortak olasilik fonksiyonu x ve y nin tiim gercel degerleri i¢in,

PX=x,Y=y)=P(,y)

olduguna gore

P(x)= > P(x,y)
y

P(y)=) P(x,y)

olasiliklarina sirasi ile X ve Y nin marjinal olasihik fonksiyonlari ad1 verilir.




ORNEK 6.3:

Tablo 6.1°de verilen verilere iliskin ortak olasilik fonksiyonu yeniden ele
alimsin. Bu tabloda Y rastgele degiskeni thmal edilerek X’in marjinal olasilik

fonksiyonu olan P(x):
X 0 /| 2
P(X=x) 0,1053 0,1770 0,7173

seklinde bulunur. Ciinkii;

P(X =0) =Y P(x,y) =0,0880 +0,0173 = 0,1053

h 3

P(X=1)=YP(x,y)=0,1308 +0,0462 = 0,1770
:

P(X=2) =Y P(x,y) =0,3904 +0,3269 =0,7173
b J

V€
P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1

oldugu goriilmektedir.




X rastgele degiskeni ihmal edilerek Y’nin marjinal olasilik fonksiyonu;

Y 0 1
P(Y=y) 0,6092 0,3904

olup
P(Y =0) =X P(x,y) = 0,0880+0,1308 + 0,3904 = 0,6092
X

P(Y =1) = Y P(x,y) = 0,0173+0,0462 + 0,3269 = 0,3904
x .

Ve
P(Y=0)+P(Y=1)=1

oldugu goriiliir.




6.2.3 Kosullu Olasilik Fonksiyonu
Aym Ornek uzayda tanimli X ve Y kesikli rastgele degiskenler ise Y =y

verilmisken X’in kosullu olasilik fonksiyonu

PX=%Y=v¥%)
P(Y=y)

_Px,y)

P(y)

P(X=x\Y=y)=

seklinde verilir.




ORNEK 6.4:

P(x,y), X ve Y’nin ortak olasilik fonksiyonu olmak iizere P(1,1)=0,4
P(1,2)=0,1 P(2,1)=0,2 P(2,2)=0,3 oldugu varsayilsin. Y =1 verilmigken X’in
kosullu olasilik fonksiyonunu elde ediniz.




¢cOzUM 6.4:
P(Y =1)=YP(x,1) =P(1,1) + P(2,1) = 0,6

oldugu acgiktir. Y = 1 verilmisken X’in kosullu olasilik fonksiyonu

Px=11y=)-PX=LY=D_ PAD _04 4
P(Y=1) P(Y=1) 0,6 6

p(x=21y =) PX=2Y=D_ PQD _02_2
P(Y=1) P(Y=1) 0,6 6

dir.




ORNEK 6.5:

X ve Y sirast ile A ve A, ortalamalarina sahip iki bagimsiz Poisson rastgele
degiskeni olsun. X+Y = n olarak verildigine gore X=k’nin kosullu olasiligin1

bulunuz.




¢OzUM 6.5:

PX=k,X+Y=n) PX=k,Y=n-k)
P(X+Y =n) P(X+Y=n)

P(X=k\X+Y=n)=

_ P(X=k)P(Y =n—k)
~ P(X+Y=n)

elde edilir. Son esitlik, X ve Y’nin bagimsiz degiskenler olmasi1 varsayimindan
yazilir. Bu arada X+Y de A;+A, ortalamali bir Poisson dagilimma sahiptir.
Boylece

P(X=k\X+Y=n)=

kI (n-k)!

x|
etk gyl k {e‘(’“lﬂz)(xl +2,)" }
n!

_oml . R
@-K)k! (3, +2,)"

_(m)f M 1 Ay o3
k }\.1+)\,2 7&1+7\,2

Dikkat edilirse bu bir Binom dagilimidir ve bu dagilimin parametrelert n ve
7\,1 /(A«l + Xz)’dir.




ORNEK 6.6:

| 2 3
c v =0 l2y=0170
Px:¥)=1 \ZNAF~¥

0 diger durumlarda

a) Yukarida verilen fonksiyonun bir ortak olasilik fonksiyonu olabilmesi
i¢cin ¢ ne olmalidir?

b) P(x) ve P(y) marjinal olasilik fonksiyonlarim1 bulunuz.
¢) P(y\x) kosullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.

d) P(x\y) kosullu olasilik fonksiyonunu bulunuz.




¢cOzUM 6.6:

2 2
a) P(x,y)= Z Z C(ZJ( ) 1 olmalidur.

x=0 y=0 I=Y

{2 CI M

Buradan

(%))

c=—
28

elde edilir.
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b) P(x)

2
P(y)= ) P(x,y)
x=

s

= 28

P(x)

P(x.,¥)

¢) P(y\x)

P(x,y)

P(y)

d) P(x \y)




ORNEK 6.7:

-

1
—(2x — xe=l2 5 vE1Ll
P(x,y) = TR p

0 diger durumlarda

a) P(x, y) bir ortak olasilik fonksiyonu mudur?

b) P(x) ve P(y) marjinal olasilik fonksiyonlarini1 bulunuz.
¢) P(X > 2\Y = 0) olasiligin1 hesaplayiniz.

d) P(X <2,Y = 2) olasilifin1 hesaplayiniz.

e) P(X>Y) olasiligin1 hesaplaymiz.




¢cOzUM 6.7:

a) Bir fonksiyonun ortak olasilik fonksiyonu olabilmesi i¢in saglamasi
gereken iki kosul vardir.

1. P(x3,y;)20, Vx;,y; i¢in

o0 00
2 ZZP(xi,yj)=1
j=li=l
Problemde verilen fonksiyonun bu kosullar1 saglayip saglamadigi kontrol

edilmelidir.

1 2
1. P,O)=—(2.1-0)==>0
(L) = Se

P(1,1)=—21—i(2.1—1)=%>0 s, 2

2. > > P(x,y) =P(1,0)+P(1,1)+P(2,0)+P(2,1)+ P(3,0)+ P(3,1)

P(2,0)=—(22-0)=— 50 el

21 21 2 1 4 5. 6 %

1 3 = . B = S & 3 5 =
P2, =—(22-1)=—=>0 21 21 21 21 31 A

21 4|

L 6
P(3,0)——2—I(2.3—0)—§I>0

P(3,1)=%(2.3—1)=2%>0




Her 1ki kosul saglandigindan fonksiyon bir ortak olasilik fonksiyonudur.

1
b Pix) =" Plxy)= zil[(zx —-0)+(2x-1)]= 511-(4x ~1)
y=0

3
P(y)= ZP<x,y)=%[(2—y)+<4—y>+(6—y)]=511-(12—3y)
] |

P(X=2,Y=0)+P(X=3,Y =0)
P(Y =0)
~10/21 5

12121 6
d) P(X<2,Y=2)=0

¢) P(X>2\Y=0)=

e) P(X>Y) =P(1,0)+P(2,0)+P(2,1)+P(3,0) + P(3,1)

=%[2+4+3+6+5]=20/21




ORNEK 6.8:

Tura gelme olasiligr 0,40 olan hileli bir para 2 kez atiliyor. H, ilk atista
gelen tura sayisini, G ise iki atigta gelen toplam tura sayisini gostersin.

a) H ve G nin ortak olasilik fonksiyonunu,
b) G nin marjinal olasilik fonksiyonunu,

¢) H nin marjinal olasilik fonksiyonunu,

d) En az | tura gelme olasiligin1 bulunuz.




¢OzUM 6.8:

a)

Olasiliklar toplaminin 1 olduguna dikkat edilmelidir.

G
0 1 2
H
60 60 60 40 ;
100 100 100 100
; 40 60 40 40
100 100 100 100
G
0 1 2
H
0,36 0,24 0
0 0,24 0,16




b) g 0 1 2
P(G=g) | 0,36 0,48 0,16
¢) h 0 1
P(H=h) | 0,60 0,40

d) En az 1 tura olmas istendigine gére h = 0, g = 0 durumu hari¢ diger tiim

olasiliklar toplami alinir.
0,24+0,24+0,16=0,64 veya 1-0.36=0,64 tiir.




6.2.4 Bagimsiz Rastgele Degiskenler

Tamm: X ve Y aym Ornek uzayda tanimli kesikli rastgele degiskenleri
arasinda, x ve y gercel sayilar olmak iizere,

PX=xY=y)=PX=xP(Y =3)
iligkisi varsa, bu iki rastgele degisken bagimsizdir denir, karsitida dogrudur.

ORNEK 6.9:
X
0 1 Toplam
Y
0,27 0,10 037
0
1 0,18 0,18 0,36
2
0,20 0,07 0,27
Toplam | 0,65 0,35 1

Yukaridaki tablo X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonu
olduguna gore X ve Y rastgele degiskenlerinin bagimsiz olup olmadigini

arastirmiz.




cOozUMm 6.9:

P(X=0 XY=0)=0,27 iken P{(X=0)=065ve P{Y=0)=0237"dir.
P(X=0,Y=0)P(X=0)P(Y =0) olduguna gore X ve Y bagimsiz degildir.

Diger satir ve siitunlar i¢in bagimsizlik aramaya gerek yoktur.




ORNEK 6.10:

X ve Y iki kesikli rastgele degisken olup ortak olasilik fonksiyonu

r 4
—(x+ E=0.L2vev=012723
Pli=1 30 d

0 diger durumlarda

seklinde verilmisgtir.
a) X ve Y rastgele degiskenlerinin marjinal olasilik fonksiyonunu bulunuz.

b) X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz midir?



¢OzUM 6.10:

3
a) P(x) = 23—10(x+y)=%[(x+0)+(x+1)+(x+2)+(x+3)]=3—10-(4x+6)

P(y)= Z —[(0+y)+(1+y)+(2+y)]-——(3y+3)

b) P(x,y)=P(x)P(y) olup olmadig1 arastirilirsa ve ornegin x=0 ve y=0

verilirse,
L(x +y)# i(4x + 6)L(3 +3)
300 730 307

P(x,y)=0 ve P(x) =%, P(y) =%

oldugu goriiliir. O halde X ve Y bagimsiz degildir.



TEOREM

X ve Y rastgele degiskenleri bagimsiz iseler kosullu olasilik fonksiyonlari
marjinal olasilik fonksiyonlarina esittir. Yani,

Px\y)=P(x) , P(y)#0

P(y\x)=P(y) , P(x)#0
olur. Bu teoremin karsit1 da dogrudur.

Ispat:

X ve Y bagimsiz iseler P(x, y) = P(x)P(y) dir.

P(x\y)= P(x,y) olup buradan P(x \y)P(y)=P(x,y) ve
P(y)
P(x \y)P(y) = P(x)P(y) ve P(x \'y) =P(x). Aym1 sonu¢  P(y\x)=P(y)
olarak da bulunur.



6.2.5 Birikimli Ortak Olasilik Fonksiyonlari

Tanmmm: X ve Y aym 6rnek uzayda tanimli iki kesikli rastgele degisken
olsun.

X ¥
F(x,y)=P(X<x,Y<y)= > > P(xy)
X=—00 y=—00

seklinde tanimlanan fonksiyona X ve Y rastgele degiskenlerinin birikimli
ortak olasihik fonksiyonu adi verilir.

Birikimli ortak olasilik fonksiyonunun ozellikleri asagidaki gibi sirala
nabilir.

“Flx. 120

* F(~o0, +o0) = 1

* F(—0, y) = F(x, —0) =0




6.2.6 Kosullu Beklenen Deger

Tamim: Y =y verilmisken X’in kosullu beklenen degeri

E[X\Y=y]=Y xP(X=x\Y=y)

X

= Z x.P(x\y)
X
dir.
6.2.7 Kosullu Varyans
Tamm: Y =y verilmigsken X’in kosullu varyansi
V(X\Y =y) = E{[X _B(X\y)P \y} = E(X2 \y)—[E(X \ )2
= (X-E(X\y))*P(x\y)
X
dir.



ORNEK 6.11:

b { 1 2 3 4  Toplam
-1 0 0 0,1 0,2 0,3
0 0,1 0,1 0 0,1 0,3
1 t.2 0 0,1 0,1 0,4
Toplam | 0,3 0,1 0,2 0,4 1

X ve Y’nin ortak olasilik fonksiyonu yukaridaki gibi verilmistir.

a) X rastgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.
b) Y rastgele degiskeninin marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.
¢) E(X) ve E(Y)’yi bulunuz.

d) E(XY)’yi bulunuz.

e) X ve Y rastgele degiskenlerinin bagimsiz olup olmadiklarini arastiriniz.
f) EGX + 1) ve E(2X + 4Y)’yi elde ediniz.

o) E(X*+Y) elde ediniz.

h) E(Y \ X = 0) elde ediniz.

1) V(Y \ X =0) elde ediniz.




¢OzUM 6.11:

a) X -1 0 |
P(X=x) 0,3 0,3 0,4

b) vy 1 2 3 4
P(Y=y) 0,3 0,1 0,2 0,4

¢) EX)= Z xP(x) =(-1)(0,3) +(0)(0,3) + (1)(0,4) =0,1

E(Y) =D yP(y) =(1)(0,3) +(2)(0,1) + (3)(0,2) + (4)(0,4) = 2,7
 §

d) EXY)=)_ > xyP(x,y) = (=1){1)(0) + (-1)(2)(0) + (-1)(3)(0,1)
Xy

H=1)(4)(0,2) + (0)(1)(0,1) + (0)(2)(0,1)
+(0)(3)(0) + (0)(4)(0,1) + (1)(1)(0,2)
H1)(2)(0) + (DB3)(O0,1) + (1)(4)(0,1) =-0,2



e) Ortak olasilik tablosunda bulunabilecek bir P(x, y) # P(x).P(y) X ve
Y ’nin bagimli iki rastgele degisken oldugunu sdylemek i¢in yeterlidir.O halde;

PX=1,Y=1)#PX=1)P(Y =1)
Ciinkii: 0,2 # (0,4)(0,3)'dr.
f) EGX+1)=3E(X)+1=3(0,1)+1=1,3
E(2X +4Y) = 2E(X) + 4 E(Y) = 2(0,1) + 4(2,7) = 11
g) B(X? +Y) =E(X?) + E(Y) olarak yazilabilir.
E(X?) = 1(0,3) + 0(0,3) + 1(0,4) = 0,7
E(Y)=2,7
Boylece
E(X? +Y)=0,7+2,7=34

h) E(Y/X=0)=> yP (Y\X = O) *dir. Asagidaki tablo diizenlenir.
y



P(Y,X = 0)

Y/X=0 P(Y/X=0)= P(X = 0) E(Y/X=0)
1 0,1/0,3 1.(0,1/0,3)
2 0,1/0,3 2.(0,1/0,3)
3 0/0,3 3.(0)
4 0,1/0,3 4.(0,1/0,3)
Toplam | 0,7/0,3
Boylece
BE(Y \ X =0) = L1
0,3
elde edilir.



1) V(Y\X=0)=E(Y2\X=0)-[E(Y \X =0)]?

E(Y\X =0) bir 6nceki sikta bulunmustu. Simdi E(Y2 \ X =0) bulunmal1

YiX=0 P(Y\X=0)  E(Y’\X=0)

1 0,1/0,3 1(0,1/0,3)
4 0,1/0,3 4(0,1/0,3)

9 0 0

16 0,1/0,3 16(0,1/0,3)

Toplam 1 2,1/0.3
Buradan,
2
V(Y\X=O)=2’1— 0,7 =1,56
0,3 (0,3



TEOREM
U =E(X\Y) bir rastgele degisken olup beklenen degeri
E(U) = E[E(X\Y)]= D E(X\Y =y)P(y)=E(X)
Y
seklindedir.

Teoremin ispat1 verilmeyecektir.




ORNEK 6.12:
X ve Y iki rastgele degisken olup ortak olasilik fonksiyonu

P(x,y) y=0 y=1 y=2 P(x)
x=0 0,01 0 0 0,01
x=1 0,09 0,09 0 0,18
% =3 0 0 0,81 0,81
P(y) 0,10 0,09 0,81 1

seklinde verilmistir.

a) X in marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.

b) Y nin marjinal olasilik fonksiyonunu elde ediniz.

¢) P(X\Y=0) olasiligini bulunuz.

d) P(X\Y = 1) olasiligin1 bulunuz.

e) P(X\Y = 2) olasiligin1 bulunuz.

f) EX\Y =0), EX\Y =1), E(X\Y =2) elde ediniz.

g) Var(X\Y = 0), Var(X\Y = 1), Var(X\Y = 2) bulunuz.




¢cOzUM 6.12:

Sirast ile;
rO,Ol X = O
0,18 ]
a) P(x)=
R 4 0,81 Xx=2
0 diger durumlarda
(0,10 y=I1)
b) P( )_40,09 y=1
770,81 g=2
0 diger durumlarda




0,01 <=0
0,1
¢) P(X\Y=0)=+ 0,09 -
0,1
0 diger durumlarda
1 x=]
d) P(X\Y =])= ,
0 diger durumlarda
X =2

) P(X Y= 2) - :
e =2)=
0 diger durumlarda

f) EX\Y=0)=0,9, EX\Y=0)=1, E(X\Y=2)=2
g) EX2\Y=0)=0,9 E[XZ\Y=1]=1 E[Xz\Y=2]:4
Var(X\Y =0)=0,09 , Var(X\Y=1)=0 Var(X\Y=2)=0

oldugu bulunur.



ORNEK 6.13:
¢) P(X\Y =0) elde ediniz.

d) Var(X\Y =0) elde ediniz.

X rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu

0,4 k=1
P(x)=10,6 - e) U=E(X\Y)ise Unun olasilik fonksiyonunu elde ediniz.

0 Diger durumlarda f) EU)=E[E(X\Y)] nedir?
0,8 y =0

PY 1 X=0)=40,2 y=]
0 Diger durumlarda
0,5 y=0

POY A X =2)=+0.5 y =]
0 Diger durumlarda

olarak verilmistir.

a) X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik fonksiyonunu yaziniz.
b) E(Y\X =2) yi bulunuz.



¢cOzUM 6.13:

a)P(y\x)= Pl())((’ ;I) esitliginden P(x, y) = P(y\x)P(x) kullanilarak
X

asagidaki tablo olusturulur.

P(x,y) y=0 y=1
x=0 (0,8)(0,4) (0,2)(0,4)
x=32 (0,5)(0,6) (0,5)(0,6)

Tablonun birinci satir, birinci siitun hiicresinin deger,
P(X=0,Y=0)
P(X=0)

P(X=0,Y =0)=P(Y =0X=0) . P(X = 0)

P(Y =01 X =0)=

=(0,8) (0,4) = 0,32

bulunur. Tablonun diger hiicreleri ayni sekilde elde edilir.



P(x,y) y=0 y=1 Toplam

x=0 0,32 0,08 0,40
X=2 0,30 0,30 0,60
Toplam 0,62 0,38 1,00

1
b) E(Y\X=2)= > yP(Y\X=2)=0(0,5+1.(0,5)=0,5
y=0



0,32/0,62 x=0
=40,30/0,62 X=2
0 diger durumlarda

P(X,Y =0)

¢) P(X\Y=0)= P(Y =0)

d) Once E(X\Y =0) ve E(X?>\Y =0) bulunmalidir.

0,32 0,30) 30
BX/Y=0) =Y xP(X\Y=0)=0 222 [+2| 2= |=
( ) ;X( ) (062} (0,62] 31

E(X*\Y =0) szP(X\Y 0)=0%| === 0,321 52(0.30)_60
0,62 0,62) 31

Var(X\Y=O)=E(X2 \Y =0)-[E(X\Y =0)]?

__62_(_39 " _960
31 \ 31 961

e) U=E(X\Y) oldugundan énce E(X\Y) bulunmalidir.

EX\Y=0)= % olarak bulunmustu.

E(X\Y=1)= :1)’0 olarak bulunur. Bunun i¢in 6zellikie




N

— x=0
0,38
P(X\Y=1)= PXY=D_] o3
P(Y=D | o3g X =2
| 0 Diger durumlarda

yazilir. Buradan

0,08 0,3) 30
E(X\Y=1 x P(X\Y=1)=0- +2] == |=
( )= Z(:, ( )= (038) (0,38) 19

olarak elde edilir. Bu iki bekienen deger kullanilarak

r ig x=0
E(X\Y) = 33
v )
19 *



elde edilir. Ancak asil aranan bu ifadenin olasilik fonksiyonu olduguna goére
ortak olasilik fonksiyonu tablosundan

0,62 y=0
Ply) =<0,38 e |
0 diger durumlarda

elde edilir. Boylece

0,62 u=30/31
P(u)=+<0,38 u=30/19
0 diger durumlarda

yazilabilir.

30 30
B(U)=(0,62)-—+(0,38)-—=1,2
L i L



6.3 SUREKLi RASTGELE DEGISKENLER

6.3.1 Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Tanmim: X ve Y siirekli rastgele degiskenler ise ve

1. f(x, y) > 0 tim x, y ler i¢in

+00 +00

7 ff(x,y)dxdyzl

—00 —00

olacak sekilde bir f(x, y) fonksiyonu varsa, bu fonksiyona ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu adi verilir.

6.3.2 Marjinal Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Tanmmm: X ve Y siirekli rastgele degiskenler olup f(x, y) bir ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu ise

—+00 _+oo
f(x)= [ f(x,y)dy f(y)= _{O f(x,y)dx

Y nin marjinal olasiik yogunluk fonksiyonu adini alir.

X in marjinal olasiik yogunluk fonksiyonu, .



6.3.3 Kosullu Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Tammm: X ve Y siirekli rastgele degiskenler ve f(x,y) ortak olasilik
yogunluk fonksiyonlari ise f(y) > 0 olmak iizere;

f(x\y)= f;’(‘y?

fonksiyonuna Y = y verilmisken X in kosullu olasihik yogunluk fonksiyonu

ad1 verilir. f(x) > 0 olmak {izere

f(y\x)= fi\)((),();)

fonksiyonuna X = x verilmisken Y nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu
adi verilir.



6.3.4 Birikimli Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonlari

Tammm: X ve Y ayni O6rnek uzayda tanmimli iki siirekli rastgele degisken

olsun.
X Y —00 € X < 400
F(X, Y) - »[ I f(tlatZ)dt2dtl
. —00 < y < +00

olacak sekilde negatif olmayan bir f(x, y) fonksiyonu varsa F(x,y) birikimli
ortak olasihk yogunluk fonksiyonudur denir. Fonksiyonda karisiklik
olmamasi i¢in X,y yerine ti,t, kullanilmisgtir.

Ozellikleri asagidaki gibi siralanabilir.
* F(—00, —0) = F(—o0, y) = F(x, —0) =0
e F(o0, 0) =1



ORNEK 6.14:

_ H=+¥) (sx=] 0<y<l
f(x,y)= &
0 Diger durumlarda

f(x, y) olasilik yogunluk fonksiyonunun

a) X ve Y rastgele degiskenleri i¢in marjinal yogunluk fonksiyonlarin
bulunuz.

b) F(x,y) elde ediniz.
¢) f(x\y) elde ediniz.



¢Oz0m 6.14:

a) X rastgele degiskeninin marjinali;
+00 | 1
fx)=[f (x,y)dy den dolay1 f(x)=[(x+y)dy=x+ 5
—w O
ve Y rastgele degiskeninin marjinali,
+00 1 1
f(y)= [ f(x,y)dx  dendolayt  f(y)=[(x+y)dx=y+ g
—00 0
elde edilir.

Xy
b) F(x,y) = [ (t; +1tp)dtydty

00

2 2y
= (tl't2+£2—| dtl

0 4y

X 2

t t

= tiy+ D =+ 1)|
0 0
_X’y yx_xy(x+y)

2 3 5

fix, X + 2X+2

O f(xfy)= oY) XY _2X42y
f(y) 1 2y+1

+
3




6.3.5 Bagimsiz Siirekli Rastgele Degiskenler

Tanmmm: X ve Y siirekli rastgele degiskenler ve f(x, y) olasilik yogunluk
fonksiyonu olsun. f(x) ve f(y) bu fonksiyonun marjinalleri olup

f(x, y) = f(x) £(y)

esitligi varsa X ve Y her reel (x, y) cifti icin bagimsizdir denir. Tersi de
dogrudur.
Bu durumda E(XY) = E(X)E(Y ) olup asagidaki esitlikler yazilabilir.

+00 +00

E(XY)= | | xyf(x,y)dxdy ve

—00 —00

E(X)= THJ?O xf(x,y)dxdy = TO xf(x)dx =p,

—00 —00

EY) =1 [ yf(xy)dxdy= | yf(y)dy=p,

—00 —00



ORNEK 6.15:
x+y) Ixx £l 0<y<l
f(x,y)=

Diger durumlarda

olasilik yogunluk fonksiyonu verildigine gore;
a) X =% verilmisken Y’nin kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu elde

ediniz.

b)Y = 0,36 verilmisken X’ in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonunu elde
ediniz.

¢) X ve Y nin bagimsiz olup olmadigini kontrol ediniz.

d) F (0,5 ; 0,8) bulunuz.



¢OZUM 6.15:

1 1
= 1
B (2 y)_2+y 1

1
a) f(y\x=5)—f( 1)— " =§+Y
e

2
b) £(y) = i ve f(y=0,36) = 1,;2 oldugundan
fitytagL s a0, x+050

1,72 0,86
©) f(x,y) =£(x)£(y)

(2x+1)(2y+1)
X+y#
2 2

kontrolii yapilmalidir.

O halde X ve Y bagimsiz degildir.

0,5 0,8
d) F0,5;0,8)= | [ (x+y)dydx=0,26
A




6.4 iKi RASTGELE DEGiISKENIN KOVARYANSI VE
KORELASYONU

X ve Y gibi iki rastgele degiskenden biri artarken veya azalirken digeri de
buna bagli olarak artiyor veya azaliyorsa bu iki rastgele degisken bagimhdir
denir. Bagimliligin iki 6nemli 6l¢iisiinden biri kovaryans digeri korelasyondur.

Tammm:_ X ve Y, ortalamalar1 siras1 ile E(X)=u, ve E(Y)=p, olan iki
rastgele degisken ise aralarindaki kovaryans

Kov(X,Y) =EX-EX))E(Y -E(Y)] =EXY)-EX)E(Y)
= E(XY) - by
olarak bilinir. Kov(X, Y) = Kov (Y, X) oldugu agiktir.
Ayrica Kov (X, X) = Var(X) = o2 dir.



TEOREM
X ve Y bagimsiz rastgele degiskenler ise

Kov(X, Y) =0 olur.
Ispat: Kov(X,Y)=E(XY)-u,uy ifadesinde X ve Y bagimsiz ise
E[XY]=E[X] E[Y]=puxuny yazilabileceginden

Kov(X, Y)=0

bulunur. Bu teoremin tersi dogru olmayabilir. Yani iki rastgele degiskenin
aralarindaki kovaryans sifir ise bu iki degisken bagimsiz olmayabilirler.

Tanim: X ve Y gibi iki rastgele degiskenin toplaminin varyansi
Var(X+Y)=Var(X) + Var(Y) + 2Kov(X, Y)

olarak hesaplanir. Iki rastgele degiskenin farkinin varyansi
Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) - 2 Kov(X, Y)
olur. X ve Y bagimsiz ise; Kov(X, Y) =0 olur.

Kovaryans; X ve Y rastgele degiskenlerinin biiyiikliiklerinden etkilenir. Bu

ylizden X ve Y arasindaki kovaryans ile iligki ya “biiytiktiir” veya “kiigtiktiir”
seklinde yorumlanir. —oo < Kov (X, Y)<+ o0

Kov(X, Y) degeri X ve Y rastgele degiskenlerinin standart sapmalarina

boéliinerek iliskinin derecesi de ifade edilir.




Tamm: X ve Y gibi iki rastgele degisken arasindaki iliski korelasyon
katsayisi ile |
_ Kov(X,Y)

04O

pxy
b §

seklinde verilir. Korelasyon katsayisi; —1 < pxy < 1 dir. p,y = 0 olmas1 X ve Y
arasinda dogrusal iliski olmadigini gosterir. pxy < 0 olmasi ters yonde bir
iliskiyi pxy > 0 olmasi ise ayn1 yonde iliskiyi gosterir. pxy = —1, ters yonde tam
bir iliskiyi, pxy =+1, ayn1 yonde tam bir iligkiyi gosterir. Sifirdan uzaklastik¢a
iliskinin derecesi giiclenir.



TEOREM
X ve Y rastgele degiskenleri Y = aX+b esitligini sagliyorsa

-1 a<0
Pxy =10 a=0
1 a>0

dir. Ayrica pxy = pyx dir. Ornekten elde edilen korelasyon katsayisi rxy seklinde
gosterilecektir.

ORNEK 6.16:

Asagida bir olasilik tablosu verilmistir. Kov(X, Y) degerini elde ediniz.

P(X=x, Y=y) y=0 y=1 y=2 P(x)
x=0 0,02 0 0 0,02
x=1 0,36 0,08 0 0,44
X=2 0,05 0,40 0,09 0,54
P(y) 0,43 0,48 0,09 1,00




¢OzUM 6.16:

2 2
E[XY] =) ) xyP(x,y)

x=0y=0
=(0) (0) (0,02) + (0) (1) (0) + (0) (2) (0) + (1) (0) (0,36)
+(1) (1) (0,08) + (1) (2) (0) +(2) (0) (0,05) + (2)(1) (0,40)
+(2) (2) (0,09) = 1,24
E[X] = (0) (0,02) + (1) (0,44) + 2 (0,54) = 1,52
E[Y] = (0) (0,43) + (1) (0,48) + (2) (0,09) = 0,66

elde edilir. Boylece
Kov(X, Y)=E[XY] - E[X] E[Y] = 1,24 - (1,52) (0,66) = 0,24



ORNEK 6.17:

X ve Y rastgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

y 0<x<1 0<y<2
0 Diger durumlarda

f(x,y)={

olarak verilsin. Kov(X, Y) degerini bulunuz.




¢OzUM 6.17:

21 4
B(XY)= (f) (f) (xy)(y)dxdy ==

2z 1
E(X) =g) (I) (x)(y)dxdy =1
21 8
E(Y) =] [(y)(y)dxdy ==
00 3
Boylece
Kov(X, Y) = E[XY] - E[X] E[Y]
_4 ,8__4
'3 3 13



ORNEK 6.18:
X ve Y iki rastgele degisken olup olasilik yogunluk fonksiyonu

1

—(x+ 0£x<1, 08y<2
£(x,y) = g E+7) y

0 Diger durumlarda

olarak verilmistir. X ve Y arasindaki korelasyon katsayisini bulunuz.




¢OZUM 6.18:

At 2
E[XY]==] xy(x +y)dxdy ==
300 3

%1 5
B[X]=—] [ x(x + y)dxdy ==
300 9
121 T
E[Y]==] [y(x +y)dxdy =—
300 9

2 5 11 1

Kov(X,Y)=E(XY) - E[XJE[Y]=_ -2 =—c-

AT L _(zf_i_(zf_z
oy = E[X*]-[E(X)] —3({({1( (x +y)dxdy 5. ~1® 9] S1a

2:1 2 2
o} =B[Y)-[BV)] =31 | yz(x+y)dxdy—(5) =E—[5] -2

9 9 \9) 81
Buradan
b
g = Kov(X,Y) _ Bl 0,082
Ty \/ﬁ 23
162\ 81
elde edilir.

YORUM: X ve Y arasinda iliski oldugu séylenemez. Ciinkii iligki katsayist
sifira cok yakin bir deger olarak elde edildi.




TEOREM

Yy, Yy ..., Y, ve X, Xy, ..., X, rastgele degiskenlerinin dogrusal
fonksiyonlar1 a, a,, ... , a, ve by, by, ..., b, sabitler olmak iizere

n k
Ul =ZaiYi Ve U2 :Zb_]XJ
i=1 j=1
seklinde ise ve E[Y;]=p; ve E[X;]=p;oldugunda asagidaki esitlikler yazilir.

a) E[U;]=) ajp;
i=1

n n n
b) Var[U;]=Y a{Var(Y;) +2>_ > a;a;Kov(Y;Y;)
i=1 i=1 j=I

Bu esitlikler sadece i < j olan biitiin (i, j) ¢iftleri i¢in yazilir. U, icin de benzer
esitlikler yazilabilir.

n m
C) KOV[UI,Uz] = ZZaiijov(Yi ’XJ)
=1 31




ORNEK 6.19:

X, Y ve Z gibi i¢ rastgele degisken alinsin. E(X)=-2, E[Y]=1, E[Z]=3,
Var(X)=1, Var(Y)=1, Var(Z)=4 Kov(X,Y)=-0,05 Kov(X,2)=0,10 Kov(Y,Z)=1
verilmisse

a) U; =X -2Y - 3Z in beklenen deger ve varyansini bulunuz.

b) U, =5X-2Y ise Kov(U;, U) degerini hesaplayiniz.




¢OzUm 6.19:
U, =a;X+a,Y +a3Z olup
E[U;]=2a;E[X]+a,E[Y]+a3E[Z] dir.
a) a; =1, a, =-2, a3 =-3 oldugundan
E(Uy) =E[X -2Y —-3Z]
= E[X] -2 E[Y] -3E[Z]
=1(-2)-2(1)-3(3)=-13
Ayrica
Var[U;] = a12Var(X) + a%Var(Y) + a%Var(Z) +2a;a,Kov(X,Y)
+2a.a3Kov(X,Z) +2a,a3Kov(Y,Z)

Var[U;]= ()2 (1) + (=2)2 (1) + (-3)? 4+ 2(1)(-2)(-0, 005)
+2(1)(=3)(0,10) + 2(=2)(-3)(1) = 52,6



b) U, =b;X+b,Y olup b; =5 ve by =—2 oldugundan
Kov(U;,U,) =a;b;Kov(X, X) +a;b,Kov(X, Y)
+a,bKov(Y,X) +a,b,Kov(Y,Y)
+a3bKov(Z,X) + azb,Kov(Z,Y)
ve
Kov(X,X) = Var(X) = o2 =1
Kov(Y,Y)=Var(Y)=c} =1 ve

Kov(Z,Z)=Var(Z)=c> =4

olup
Kov(X,Y)=Kov(Y,X)=-0,05

Kov(X,Z) =Kov(Z,X) = 0,10
Kov(Y,Z) =Kov(Z,Y) =1
Kov(Uy,Uz) = D(5)(1) + 1D(=2)(=0,05) + (-2)(5)(-0,05)
+H=2)(=2)(D) + (=3)(5)(0,10) + (-3)(-2)D)
=14,1
YORUM: Kov(U;,U,) # 0 oldugundan U, ve U, bagimldr.




